Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica - 1 Febbraio 2016
Soluzione della Versione A

1) Data la funzione ]
f(z,y) == 22> + 3z1°

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Trovare massimo e minimo assoluto di f nella regione K := {m2 +y2 < 1}.

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C*°(R?), quindi possiamo applicare tutti i risultati che
conosciamo per 'analisi dei punti estremali. Imponiamo "'annullamento del gradiente:

(62 +3y\ [0 _ _
Vf7< 6y =1 0 <~ zz=0,y=0

Quindi 'unico punto critito & Porigine (0,0). Calcoliamo la matrice Hessiana

122 6 0 0
Hf(x,y):( B éﬁ) = Hf(0,0>:<O O)

quindi 'informazione contenuta nel punto (0,0) non & sufficiente a stabilire la natura del punto critico.
Tuttavia det(Hy(z,y)) = 722% — 36y® cambia segno in ogni intorno di (0,0) quindi f(z,y) non & né
localmente convessa né localmente concava in ogni intorno di (0,0). Per cui (0,0) & necessariamente un
punto di sella. Allo stesso risultato si arriva osservando che f(0,0) = 0 e che sull’asse y = 0 si ha
f(x,0) = 2%; quindi f(x,0) > 0 per = >0 e f(x,0) < 0 per = < 0.

2.) L’insieme K & chiuso e limitato, quindi per il Teorema di Weierstrass la funzione ammette in
K massimo e minimo assoluto. Abbiamo gid osservato che f non ha max e min relativi su R?. Quindi
studiamo la funzione f sul vincolo 2? + y? = 1.

flz,y) =22 +329°, 2°+9y° =1 = h@x)=22"+320-2%)=-2>+3z=2(—2"+3)

dove abbiamo indicato con h la restrizione di f al vincolo. Derivando h otteniamo h'(z) = —3z* +3 =
3(—x? 4+ 1) da cui si evince che # = —1 & un minimo locale e che x = 1 & massimo locale di k. In
particolare h(—1) = —2 e h(1) = 2. Le ordinate associate a tali valori le otteniamo dall’equazione del

vincolo y? = 1 — z?:

P, =(1,0) massimo assoluto ; P, =(—1,0) minimo assoluto

2) Data la forma differenziale
y x

YT Ry dz — 21y dy
Calcolare l'integrale di w lungo la curva
() = ¢ tel,2
T e —st 1) ) ’

Svolgimento Si tratta una forma differenziale chiusa ma non esatta. Non ammette quindi una
primitiva nel suo dominio di definizione R? \ (0,0). Tuttavia il supporto della curva v & contenuto
nell’insieme (0, +00) X R che & un aperto convesso, quindi semplicemente connesso. Quindi ogni curva



contenuta in (0,400) x R che ha lo stesso punto iniziale di -y e lo stesso punto finale di v & omotopa in
(0,400) X R a 7. Essendo w chiusa si ha
/ w= / w
Y B

Quindi per calcolare Uintegrale scegliamo un’opportuna curva 8. Dato che y(1) = (1,0) e v(2) = (2,0),
prendiamo come curva f il segmento che unisce questi due punti 5(t) := (¢,0) con ¢ € [1,2]. Si osservi
che S(t) = (1,0), quindi

/ W= /ﬁ W= / dt a1 (B(1))B1(t) + az(B(t))Ba(t) = / dtay(B(£))B1(t) = 0

(dove abbiamo indicato con a1, az, rispettivamente, la prima e la seconda componente di w e con 51, B2
la prima e la seconda componente di 8) in quanto a1(3(t)) =0

3) Calcolare Vintegrale [, e dxdy, dove D :={-2x+1<y<-2x+4+4, 1+y<z<y+3}.

Svolgimento L’insieme di integrazione € un parallelogramma. Conviene eseguire un cambio di variabili:
si osservi infatti che

2r+1<y<-2x4+4 < 1<y+2x<4 14+y<z<y+3 < 1<z—-y<3

Ponendo u := y 4+ 2x e v := x — y il dominio di integrazione diventa, nelle nuove variabili, un rettangolo
D={1<u<4,1<wv<3} Calcoliamo la matrice Jacobiana J della trasformazione:

JZZU-;'U 7 y:u—32v = J(u,v)z( %g 712/?3) , |det(J(u,v))| =1/3

Quindi

elvtv)/s 3 GA/3 _ 173 1/3
/e dmdy—/ du/ I pa— /dueu/ /dve = 133 (e —e'?)
D

4) Calcolare il flusso del campo vettoriale F= (m6 +y,y2 + 2, 1) attraverso la surperficie di equazione
z = (22 + 4?2 con 0 < z < 1 orientata in modo tale che la terza componente del vettore normale sia
negativa.

Svolgimento Applichiamo il teorema della divergenza osservando che la superficie data S ed il disco
D definito da z = 1 e 22 + y? < 1, orientato in modo che la terza componente sia positiva, definisco una
superficie chiusa S U D con orientamento diretto verso I’esterno. Per il teorema della divergenza si ha

/ div(F) = ¢psup(F) = ¢s(F) + ¢p(F)
{(22+y?)3/2<z , 0<z<1}

Tuttavia si osservi che la divergenza di F

div(F) = 6z° + 2y



¢ dispari rispetto alla x e rispetto alla y e che il dominio di integrazione {(a:2 + y2)3/2 <z,0<z2<1}
¢ invariante rispetto allo scambio * — —x e y — —y quindi

/ div(F) =0 = ¢s(F) = —¢p(F)
{(12+y2)3/2§z , 0<z<1}

Scriviamo la superficie D in forma parametrica usando coordinate cilindriche:

pcos(6)
D(p,0) = | psin(6) , 0efo,2n], 0<p<1.
1
I vettori tangenti sono dati da
cos —psinf
0D = | sinf , OgD = pcosf
0 0
ed il vettore normale ad D & dato da
i j k 0
Np =0,DN0yD = cos sinf O = 0
—psinf pcosf 0 p

Quindi
¢s(F) = —¢p(F)

= —/ <F(D(p, 9)), No(p, 9)> didp = / —pdfdp
{10,2x]x [0,1]}

{[0,27]x[0,1]}
2w 1
= —/ d@/ dpp=—m
0 0

5) Data la serie
[eS) . 4
Z(%) (z+ 1), r€eR
k=1

studiare la convergenza semplice, assoluta ed uniforme.

Svolgimento Si tratta di una serie di pontenze centrata in x = —1. Calcoliamo il raggio di conver-
genza
|k +sink? 1/k . 1\* 1k
o= hIIcn s = h}rvn W2 (I+o0(1)7" =1

Quindi la serie converge semplicemente ed assolutamente in (—2,0) e uniformemente in [a,b] C (—2,0)
per ognia > —2e b < 0.
Per la serie diventa » .-, (’“"'1’7?]“4) che & a termini positivi. Osservando che per k — +oo

k + sin k* 1
I ﬁ(l +o(1)),

per confronto asintotico con la serie di pontenza la serie converge.



Per la serie diventa » p° | (%) (—1)* che ¢ a termini di segno alterno. Non possiamo

applicare il criterio di Leibniz in quanto la derivata prima

d z +sinz? z® + 428 cos z* — 32% — 32 sinz? 2 sinz* 4
a _ =—--_3 +4cosx
dx 3 x6 x3 x4
non ¢ definitivamente di segno constante per x — 400; quindi la successione ’“*Z%?k pur tendendo a

0 non ¢ definitivamente decrescente. Questo non vuol dire che la serie non converge. Se studiamo il
modulo della serie si ha

k + sin k* k k + sin k* 1
T(*l) =T s | T ﬁ(lJFO(l)) )
quindi per confronto asintotico con le serie di potenze si ha che per x = —2 la serie & assolutamente

convergente.

6) Dato il campo vettoriale F= (—z, —yeyz) ed il sistema equazioni differenziali del del secondo ordine

r=—x

j = —yev”
1. Provare che il sistema é conservativo e determinare l’energia potenziale associata.
2. Trovare i punti di equilibrio del sistema e studiarne la stabilita

Svolgimento 1.) Si verifica facilmente che la forma differenziale wp associata al campo F & chiusa
quindi esatta in quanto definita su R? che é semplicemente connesso. Si tratta quindi di un campo
conservativo la cui energia potenziale U verifica le relazione F' = —VU:

0. U x
= 2
o,U yey
La prima equazione implica che U(z,y) = 2*/2 + h(y). Imponiamo su questa la seconda equazione
Oyh(y) = 0,U =y’ = h(y)=e" /2
Quindi
2
Ule,y) = */2+ " 2

2.) I punti di equilibrio sono gli zeri del campo Fo equivalemntemente i punti critici dell’energia
potenziale. Si vede facilmente che l'unico punto di equilirio del sistema & (0,0). Per capire se si stratta
di un punto di equilibrio stabile vediamo se si tratta di un minimo dell’energia potenziale. Calcoliamo
la matrice Hessiana

1 0 1 0
o) = (o gt ) = H000=( g 7)

quindi Hy (0,0) é definita positiva; (0,0) minimo di U; (0,0) punto di equilibrio stabile.



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica - 1 Febbraio 2016
Soluzione della Versione B

1) Data la funzione
fla,y) = 2° + 3ya?
1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Trovare massimo e minimo assoluto di f nella regione K := {2* + y* < 9}.

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C°°(R?), quindi possiamo applicare tutti i risultati che
conosciamo per 'analisi dei punti estremali. Imponiamo 1;’annullamento del gradiente:

o 6y (0 o o

Quindi 'unico punto critito & Porigine (0,0). Calcoliamo la matrice Hessiana

6 6x 0 O
men = (o0 ) = moo=(g o)

quindi I'informazione contenuta nel punto (0,0) non & sufficiente a stabilire di che punto si tratta.
Tuttavia si osservi che det(Hy(x,y)) = 72y* — 362 cambia segno in ogni intorno di (0,0) quindi non &
ne localmente convessa ne localmente concava in ogni intorno di (0,0). Per cui (0,0) & necessariamente
un punto di sella. Allo stesso risultato si arriva osservando che f(0,0) = 0 e che sull’asse = 0 si ha
£(0,4) = 2¢% quindi £(0,4) > 0 pery >0e f(0,y) <0 per y < 0.

2.) L’insieme K & chouso e limitato, quindi per il Teorema di Weierstrass la funzione ammette in
K massimo e minimo assoluto. Abbiamo gia osservato che f non ha max e min relativi su R?. Quindi
studiamo la funzione f sul vincolo 22 + y? = 9.

flay)=2y" +3y2® , 2> +1° =9 <=  h(z)=2y" +3y(9—y°) = —y° + 27y = y(—y* +27)

dove abbiamo indicato con h la restrizione di f al vincolo. Derivando h otteniamo h'(x) = —3y* + 27 =
3(—y* +9) da cui si evince che = —3 & un minimo locale e che z = 3 é massimo locale di k. In
particolare h(—3) = —54 e h(3) = 54. Le ordinate associate a tali valori le otteniamo dall’equazione del
vincolo z% = 9 — 3%: Si ha:

P, =(0,3) massimo assoluto ; P> =(0,—3) minimo assoluto

2) Data la forma differenziale

— Y x
w = _x2+y2 dx + e dy
Calcolare 'integrale di w lungo la curva
t2 1,2
(1) :=( e (¢ t3t+2) ) . tel[-2,-1]

Svolgimento. Si tratta una una forma differenziale chiusa ma non esatta. Non ammette quindi una
primitiva nel suo dominio di definizione R? \ (0,0). Tuttavia il supporto della curva & contenuto
nell’insieme R x (—o0, 0) che & un aperto convesso, quindi semplicemente connesso. Quindi ogni curva 3
contenuta in R x (—o0,0) che ha lo stesso punto iniziale di vy e lo stesso punto finale di v & omotopa in

R x (700, 0) a . Essendo w chiusa si ha
/»y /ﬁ



Quindi per calcolare l'integrale scegliamo un’opportuna curva 3. Si osservi che y(—2) = (0,—2) e
7(=1) = (0, —1), scegliamo quindi il segmento che unisce questi due punti 3(t) := (0,¢) con ¢t € [-2, —1].
Si osservi che (t) = (0,1). Quindi

—1

—1
Jo=[w=[ ataansm+a@min = [ da@mni
v B -2 -2
(dove abbiamo indicato con a1, az rispettivamente la prima e la seconda componente di w e con 31, 32
la prima e la seconda componente di ) in quanto az(8(t)) = 0.

3) Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (x2 +uy,yt + 2, 1) attraverso la surperficie di equazione
2= (z* + y2)3/2 con 0 < z <1 orientata in modo tale che la terza componente del vettore normale sia
negativa.

Svolgimento. Applichiamo il teorema della divergenza osservando che la superficie data S ed il
disco D definito da z = 1 e 22 +3? < 1, orientato in modo che la terza componente sia positiva, formano
una superficie chiusA S U D con orientamento diretto verso l’esterno. Per il teorema della divergenza si
ha

/ div(ﬁ):¢SUD(ﬁ):¢S(ﬁ)+¢D(ﬁ)
{(@2+32)%/2<z , 0<2<1)

Tuttavia si osservi che la divergenza di F
div(F) = 2z + 4¢°
& dispari rispetto alla z ed alla y e che il dominio di integrazione {(z? +¢4?)*? <z, 0< 2z < 1} &
invariante rispetto allo scambio * - —x e y — —y quindi
/ div(F) =0 = ¢5(F) = —pp(F)
{(@24y2)3/2<z , 0<z<1}

Scriviamo la superficie D in forma parametrica usando coordinate cilindriche:

pcos(6)
D(p,0) = | psin(0) , 0efo,2n], 0<p<1.
1
I vettori tangenti sono dati da
cos @ —psiné
0,D = sin 6 , 0D = pcost
0 0
ed il vettore normale ad D & dato da
i j k 0
Np =0,DN0D = cos sinf O = 0
—psin® pcosf 0O p

Quindi
¢s(F) = —¢p(F)

-/ (F(D(p.0)), No(p.0)) dodp = | —pdodp
{[0,27] x[0,1]}

{[0,2x]x[0,1]}
27 1
= —/ d@/ dpp=—m
0 0



4) Calcolare Uintegrale [, e’ dxdy, dove D :={-z+1<y<—z+4, 1+2y <z <2y+3}.

Svolgimento L’insieme di integrazione ¢ un parallelogramma. Conviene eseguire un cambio di
variabili: si osservi infatti che

—r+1<y<-2+4 &= 1<y+2<4 14+2y<2<2y+3 < 1<2-2y<3

Ponendo v := y+ x e v := x — 2y il dominio di integrazione diventa, nelle nuove variabili, un rettangolo
D={1<u<4,1<wv<3}. Calcoliamo la matrice Jacobiana J della trasformazione:

2“;” Cy="20 s ) = ( ig _11/;’3) | |det(J(u, )] = 1/3

Tr=

Quindi

eu=v)/3 . . .
/ yd:cdy—/ du/ dv ———— /due“/‘s/ dve "/? = —3(e*? — /3 (et —e71/?)
D

5) Data la serie

) 2 5
k* + cosk E
k=1
studiare la convergenza semplice, assoluta ed uniforme.
Svolgimento Si tratta di una serie di pontenze centrata in x = —2. Calcoliamo il raggio di conver-
genza
1 k% +cosk® 1/k 1\V* 1/n
— h}lcrn - = hm = (1+o0(1)’" =1

Quindi la serie converge semplicemente ed assolutamente in (—3, —1) e uniformemente in [a, b] C (=3, —1)
perognia > —-3eb< —1.

Per la serie diventa ;7 , (%%’“5) che & a termini positivi. Il suo sviluppo asintotico &
E? + cosk® 1
k4 T k2 (

Qundi per confronto asintotico con le serie di potenze si ha convergenza.

. 2 5 R s . .
Per la serie diventa 77 (%) (—1)* che & a termini di segno alterno. Si osservi che

non possiamo applicare il criterio di Leibniz per le serie a termini di segno alterno. Infatti se studiamo
la derivata prima si ha

1+o0(1)) .

d x? 4 cos x° 22° — 528 sinx* — 42° — 423 cos 2® 2 cosx . 5
dr 4 = g = 3 — —Ssinw
dx T T T T

N . . s . 2 cos kP
che non ¢ definitivamente di segno constante per x — 400; quindi la successione ’“*]:72” pur tendendo
a 0 non ¢ definitivamente decrescente. Questo non implica che la serie non converge. Infatti studiando

il modulo della serie si ha

k2 + cos k® k k2 + cosk® 1
T(*l) | T2 (1 +o0(1)),
e quindi per confronto asintotico con le serie di potenze si ha che per x = —3 la serie converge assoluta-

mente.



6) Dato il campo vettoriale F = (—2:10@7”27 —2y) ed il sistema equazioni differenziali del del secondo
ordine

R

y=-2y
1. Provare che il sistema e conservativo e determinare l’energia potenziale associata.
2. Trovare i punti di equilibrio del sistema e studiarne la stabilita.

Svolgimento 1.) La forma differenziale wr associata al campo F & chiusa e, di conseguenza, esatta
in quanto definita su tutto R? (che é semplicemente connesso). Si tratta quindi di un campo conservativo
cui energia potenziale U verifica le relazione F' = —VU:

0:U \ _ 2w

U | 2y
La seconda equazione implica che U(z,y) = y?/2 + h(z). Imponiamo su questa la prima equazione

Ozh(z) = 0, U = 2e™® = h(z) = —67952/2
Quindi
2
Uz,y) =y*/2—e" /2

2.) I punti di equilibrio sono gli zeri del campo Fo equivalemntemente i punti critici dell’energia
potenziale. Si vede facilmente che 1'unico punto di equilirio del sistema & (0,0). Per capire se si stratta

di un punto di equilibrio stabile vediamo se si tratta di un minimo dell’energia potenziale. Calcoliamo
la matrice Hessiana

2e~" _4z2e7" 0 2 0
o a,y) = ; ) = moo=(2

quindi Hy (0,0) é definita positiva; (0,0) minimo di U; (0,0) punto di equilibrio stabile.



Analisi Matematica IT - Ingegneria Meccanica/Energetica - 2 Febbraio 2017

1) Data la funzione
f@) = (z+y?) oy -2

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Determinari estremi della funzione nella regione E := {y + = > 0}.

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C>°(R?), quindi possiamo applicare tutti i risultati
che conosciamo per I'analisi dei punti estremali. Imponiamo ’annullamento del gradiente:

- (B0 - (28 (3) — wn-on.

Quindi l'unico punto critito & l'origine (0,0). Calcoliamo la matrice Hessiana

B 2y 2z + 3y? (00

quindi l'informazione contenuta nel punto (0,0) non & sufficiente a stabilire la natura del punto
critico. Tuttavia se andiamo ad analizzare il segno di f(z,y) — f(0,0) nell’intorno di (0, 0) si ha

si vede ad esempio che
flz,y) — f(0,0) >0pery >0, >0 ; f(z,y)— f(0,0)<Operz>0,y<0,

che implica un cambiamento di segno in ogni intorno dell’origine. In conclusione (0,0) & un
punto di sella.

2.) L’insieme F non ¢ limitato. Quindi la funzione pud non avere massimi e minimi assoluti.
Nella regione y > —z la funzione non ha punti estremali (segue dallo studio precendente degli
estremi liberi). Quindi studiamo il comportamento di f lungo la frontiera di E ossia la curva
y = —x. Siosservi che f(z,—x) = —23 — 2% + 2. Allora

3
fl(x,—x) = —2?(3+42) =0 <= 2=0, T=—7

e lanalisi del segno

3

flx,—z)=-2?3+42) >0 <= z< ~1

Quindi il punto x = —% & un massimo relativo della funzione ristretta alla curva; mentre x = 0
¢ un punto di flesso.

Per capire se si tratta di una massimo relativo della funzione sull’insieme E studiamo il

3 3).

gradiente della funzione nel punto di (-3, §

3 3 18, 27 —724-27 1 45
Vil=5.5)= 95 gt ) = 36281 ==
44 16~ 64 64 64 \ 45
Si vede che V f (—2,2) & diretto verso l'esterno di E. Quindi (—2,2) & un massimo relativo
della funzione ristretta all’insieme E.




2) Data la forma differenziale

w:

i Y
= ——dr+ ——=d
Va2 +y? ! Va2 +y? !

calcolare gli integrali f,h w, fw we f% w lungo le sequenti curve

1(t) = ( elx(l(lt+_1)t) ) s ()= ( e—t((ltit}gget) ) P s(t) = ( (S:;I;g?;?) )

In(2)

cont € 0,1]
Svolgimento La forma differenzial definita in nell‘insieme D := R2 \ {(0,0)} ed & chiusa in
quanto
0ya1 = 0y —— L Y

/22 1y (22 4 42)3/? NN

Sebbene il dominio di definizione D non sia semplicemente connesso la forma differenziale risulta
esatta. Infatti, se imponiamo le equazione che definiscono la primitiva si ottiene

Ouf = a1 = ﬁ = f(e.y) = Ve T2+ h(y)

+ 8yh(y) = 3yf = a2 =

Yy

Quindi la funzione

Y

= h(y) = cost .

f(@y) = Va2 +y?

verifica la relazione df = w ed ¢ definita sullo stesso dominio di w, quindi € una primitiva di w.
Per il calcolo degli integrali curvilinei a questo punto sara sufficiente calcolare il punto iniziale
e finale delle curve in quanto in generale vale la relazione fv w = f(y(b)) — f(v(a)) per ogni curva

regolare a tratti 7 : [a, b] — R? deifnita nel dominio di w. Quindi

/ w=fn() = f(1(0) = F(0,1) = £(1,0) =0

/ w=f(1a(1) — F(2(0)) = F(2.2) — F(1,1) = 22 — V2 = V2

/w:O
73

in quanto ~3 € chiusa.



3) Calcolare l‘area della superficie o definita in forma parametrica nel seqguente modo

t
1 4
o(t,s) = s dove — <s< - , t<s<2t , t>0
" t t
+ s
Svolgimento Il vettore normale alla superficie risulta
i j k -1
N,(t.s) =0io(t,s) NOso(t,s) = 1 0 1 | =| -1
0 1 1 1

L’area della superficie

Ao) = / IN,(t.s)|| dtds = / V3dtds .
1<s<d, t<s<2t, t>0

1 4
3 $<s<3, t<s<2t, t>0

Per calcolare 'integrale eseguiamo il cambio di variabile

] U
u:zst,w:z; = s=Vuw, t=,4/—
w

dove 1 <u<4el<w<2,a cui corrissponde la matrice Jacobiana

1 w 1 0

54/% S/ 1
J(u,w) = V4 21\/:u = det(J(u,w)) = —— .

2 Vaw 2V wd 2w

Quindi

Ao) = /14du/12dw\/§|det(J(u,w))| = \23/14du/12 dw% = ?3 In(2)



4) Data la serie
2k 4 |3 %
21( M)“*”v zcR

studiare la convergenza semplice, assoluta ed uniforme.

Svolgimento Si tratta di una serie di pontenze centrata in x = —1. Si osservi che per k — oo
si ha
2k 4 k3 2F + k3 2k 1
=In|(1 = 1 1) =—5(1 1 1 1
=t (14 oo ) = g+ o) = gL+ (L) = g1+ o(D)

da cui segue facilmente il raggio di convergenza

2k 4 3
(14 2 TR
4k (1 + k2)
Quindi il raggio di convergenza & e la serie converge semplicemente ed assolutamente in
(—3,1) e uniformemente in [a,b] C (—3,1).

. 1/k
— = lim
T k

. 1 .1 1 1
:h}gn(2kk2(1+o( ))) :hllcmik/ (14 0(1)) /k:§

Per la serie diventa Z;OZQ 2% a;, che ¢ a termini positivi. Utilizzando lo sviluppo
asintotico di prima per k — 400 si ha

1 1
2F ay, :2k2kk2(1+0( ) = k2(1+0(1)) .
Quindi per x = 1 la serie converge per confronto asintotico con la serie 1%2

Per la serie diventa Y -, 2% ax(—1)* che ¢ a termini di segno alterno. Tuttavia
passando al modulo e usando lo sviluppo eseguinto per x = 1 si ha

2% ai(~1)¥] = 12 ay] = 75 (1 +0(1))

Quindi per x = —3 la serie converge assolutamente per confronto asintotico con la serie 1%2



5) Sia dato il sistema di equazioni differenziali & = Az + f(t) dove
2 1 e
1. Trovare la soluzione generale del sistema.
2. Trovare la soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale x(0) = ( (1) )

Svolgimento 1.) La matrice A & simmetrica quandi ammette autovalori reali ed & diagonal-
izzabile. Le radici del polinomio caratteristico sono

2-X)?=-1=0 <= A=2+41 <= AX=1,3

Quindi gli autovalori sono 1 e 3. Calcoliamo gli autovettori
_ 2 1 a\ [ a 2a+b\ [ a _
Av_v<:>(21><b)—<b><:>(Za+b)—<b)<:>a——b

Quindi possiamo prender come autovettore di A = 1 il vettore v = ( 1 ) Mentre
3
3

-1
_ 2 1 a\ _ a 2a+b
Aw_3w<:><21)(b>_3<b)<:>(w+b>

( z ) = a=0b
Quindi possiamo prender come autovettore di A = 1 il vettore v =

1
1
xo(t)aet< _11 )+be3t< } >

Per trovare una soluzione particolare del sistema calcoliamo le due soluzioni ausialiarie dell’omogenea

xl e 22 dell’omogenea definite dalle condizioni iniziali x1(0) = ( (1) ) e 22(0) = ( (1) ) rispet-

7 N\

). Quindi la generica

soluzione dell’omogenea sara

a

tivamente. Quindi

da cui

o=2( (L) v (1)
Mentre xo(o):a(_ll)+b(1):<st><(1)> — —a=1_y
da cui



La soluzione particolare la otteniamo dalla relazione

t

t
o) = [ (@t = s)is) = 2t — o) fals))ds = [ (bt s)esas
0 0
1 ft(ts—Fe ts)sds 1 etfotds—FeBthte*QSds :1< tet — Ledt(em2 —1) >
2 fo et—s 4 3(t—s )esds 2 —et fg ds + e3t f(; 28 2\ —tet — Ledt(em2t — 1)
1( 2te! — et 4 €3
4\ —2tet —ef 43t

Quindi la soluzione particolare e

() = 1 2te! — e 4 €3
y\) = 4 —9tet — et 4 3t
mentre la soluzione generale dell’omogenea sara
1 1 1 2tet — et + %
_ _ ot 3t 1
valt) = o) +u(t) =act (1 o (1 )03 ( e

2) Per quanto riguarda il problema di Cauchy, dal momento che la soluzione particolare
ottenuta dalla formula di convoluzione verifica sempre condizione y(0) = 0 si ha

xg(O):xO(O):(()) = a=b=1/2

(si osservi infatti che ¢ la stessa condizione iniziale che definisce 'ausiliaria z1(¢). In conclusione
la soluzione del problea di Cauchy ¢ la funzione

1y 1 3t (1 1 2tel — et 4 3t
-rCauchy(t) = 5 (8 ( -1 ) +e ( 1 )) + 1 _2tet _et +63t .




Analisi Matematica IT - Ingegneria Meccanica/Energetica - 5 Settembre 2016
Soluzioni

1) Data la funzione
f(z) :=In(y) —ya® —y
1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.

2. Trovare massimo e minimo assoluto di f nella regione K :== {1 <y <a?, 1 <x <2}

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C'*° definita nel semipiano y > 0, quindi pos-
siamo applicare tutti i risultati che conosciamo per 'analisi dei punti estremali. Imponiamo
I'annullamento del gradiente:

vi= ( 1/y_—2§§/—1 ) - ( (—y _—yi:gij D/y ) - < 8 > = 0D

Calcoliamo la matrice Hessiana

-2y 2z -2 0
La matrice Hessiana H (0, 1) ¢ quindi in forma diagonale. Tutti e due gli autovalori sono negativi.
Quindi (0,1) & un massimo relativo.
2.) L’insieme K ¢ chiuso e limitato, quindi per il Teorema di Weierstrass la funzione ammette
in K massimo e minimo assoluto. Dato che il massimo relativo trovato nel punto precedente non

appartiene a K, il max e min assoluto si troveranno sulla frontiera di K che & una curva regolare
a tratti formata dalle curve

’Yl:{y:anleSQ}a ng{yzl,ISI‘SQ},73:{$=2,1§y§4}
e con tre punti singolari
(1,1), (2,1), (2,4)

Studiamo le restizioni di f sulle tre curve e confronteremo gli eventuali punti estremali trovati
con i valori assunti dalla funzione sui tre punti singolari.

In tal caso si ha
hi(z) = f(z,y) |y =2In(z) —z* —2? | 1<z <2.
Si osservi che la derivata prima di hy per x € [1,2] & sempre negativa

2 — 4zt — 222
Ri(z)=2/z —4a® - 22 ="-—"""-<0, 1<2<2
T
Quindi A7 non ha punti estremali; max e minimo assoluto si trovano sulla frontiera del suo

intervallo di definizione (che corrispondono a due dei punti singolari della frontiera di K).
In tal caso si ha
ho(z) == f(z,y) [ e =—2? =1, 1<z <2.

Non ¢ necessario derivare ho in quanto sappiamo che questa funzione ha un solo punto estremale
che si trova in = 0 il quale per6 non appartiene all’intervallo di definizione. Anche in questo
caso max e minimo assoluto si trovano sulla frontiera del suo intervallo di definizione.



hs(y) == f(z,y) [ v3 =In(y) =5y , y € [L.4]
La derivata prima di hg risulta per y € [1, 4] sempre negativa

1 -5y

hy(y) =1/y—5= <0, ye(l,4]

Quindi hz non ha punti estremali e max e minimo assoluto si trovano sulla frontiera del suo
intervallo di definizione.

Non essedoci punti estremali sulla frontiera di K il max e minimo assoluto si trovarenno nei
punti singolari della frontiera

FAL) =2, f21)=-5, f(24)=1In(4)-20.

Quindi (1,1) massimo assoluto e (2,4) minimo assoluto.



2) Data la forma differenziale

—8x —2y
(2 ) dey (—— d
v <16— x2—y2+y> I+<16—4x2—y2+x> Yo

determinare, motivando le risposte, gli integrali f% w, fw we f% w dove

w= () s m0=( 0"y ) s = (TP )

pert € [0,1]
Svolgimento. La forma differenziale w ¢ definita in un insieme non connesso D = {16 —
422 — y* # 0} formato dall’'unione disgiunta degli insiemi

D=DyUDs , Dy:={42>+y* <16} , Dy = {42® +y*> > 16} .

Si verifica facilmente che la forma differenziale w € chiusa nel suo dominio di definizione. In-
dichiamo con wy, wse rispettivamente la restrizione di w a Dy e Do,. Dato che Dy é convesso
(la parte interna di una ellisse), quindi semplicemente connesso, wq € esatta. Al contrario Do,
non & semplicemnte connesso. Questo non vuol dire che che wy, non sia esatta, ma solo che non
¢ possibile stabilire I'esattezza della forma ws, dal teorema che lega la semplice connessione del
dominio con 'esattezza di form chiuse (vedremo tra breve che in effetti anche wo, é esatta).

Tuttavia per il problema in esame, si osservi che tutte é tre le curve su cui vogliamo calcolare
Iintegrale di w hanno supporto all’interno di Dy. Quindi f% w = f%_ wp, con ¢ = 1,2,3, e per
calcolare i tre integrali sara sufficiente calcolare una primitiva di wy.

Posto a(z,y) = (% —i—y) e b(z,y) = (% —l—x), proviamo a calcolare una

primitiva f della forma differenziale w

_ _ —8x _ 2 2
6mf—a(x7y)—<16_4x2_y2+y) = flz,y) = In|16 — 42° — y°| + zy + h(z)
¢ 2 2
—2y —2y
Ot = 16—4x2—y2+x+ayh:b(x’y): 6402 —g2 57 h(w) = cost .

Scegliendo h = 0, una primitiva della forma differenziale w e

flz,y) =In|16 — 42® — y*| + xy .

Il modulo all’interno del logaritmo tiene conto del fatto che w ¢ definita su un insieme non
connesso. Restrigendo f a Dy e Do, ottieniamo due primitive

fo(z,y) = In(16 — 422 — y2) +2y , foo=In(—16 + 422 + y2) +xy ,

delle forme differenziali wy e wo, rispettivamente. Tornando al calcolo degli integrali si ha

[ o= wo= ) - foluo)) . =12

In conclusione

/w:ln(11/16)+1 ;/w:ln(15/16) ; /w:Q—ln(Z).




3) Calcolare lintegrale
/ (y+ ) dady ,
D

dove D :={—\T-y<az<T-y, 0<y<1}.

Svolgimento. Si osservi che l'insieme di definizione & simmetrico rispetto all’asse y, ossia é
invariante rispetto allo scambio x — —z. Di conseguenza

/(y-i—x)dxdy:/ ydxdy—i—/ xdmdyzQ/ y dxdy
D D D Dy

in quanto la funzione x é dispari quindi [ p T dxdy, mentre essendo la funzione y ”pari” rispetto
alla @ si ha che [, ydxdy =2 [}, ydzdy dove

Di={0<2<1-y,0<y<1}.

Si osservi ora che l'insieme D; oltre ad essere semplice sia rispetto alla variabile x é anche
semplice rispetto alla variabile y infatti

Dy={0<y<1l-2*,0<z<1}

Quindi

1 1—2? 1 2
/(y+x)dxdy=2/ ydwdy:?/ df”/ dyy:/ dx[yz}(l)ﬂ
D D, 0 0 0

1 5 3
2x 1 8
= [ de(1—a222=[X -2 -2
/0 x( x“) [5 3+z]0 T



4) Dato il campo vettoriale F = (y, —x, z) cal colare il flusso di rot(ﬁ) attraverso la surperficie
di equazione z = (x2 + y2)3 con 0 < z < 1 orientata in modo tale che la terza componente del

vettore normale sia positiva.

Svolgimento. Si osservi che la frontiera 05 della superficie S su cui si vuole calcolare il flusso

—

di rot(F) ¢ la circoferenza di raggio 1 posta sul piano z = 1. Applichiamo quindi il teorema di

Stokes:
/rot@).ﬁsz/ P
S oS+

dove ST é la circonferenza unitaria percorsa in senso antiorario, in quanto S & orientata in
modo che con terza componente del vettore normale Ng risulti positiva. Quindi in coordinate
polari si ha

cosf ) —sind
95%(0) = | sin® , 05T(0) = cos 6 € [0,27] .
1 0
Infine ,
/ rot(ﬁ) 'Z\_;S = / F= d9(—sin29 — cos? 0) = —2x .
S a5+ 0



5) Data la serie
> (n(A*3F+1) —In(k*3%) (z—1)*,  2€eR
k=2
studiarne la convergenza semplice, assoluta ed uniforme. Motivare le Tisposte.

Svolgimento Si tratta di una serie di potenze centrata in x = 1. Calcoliamo il raggio di
convergenza. Posto

F(k) == (n(k? 3" + 1) — In(k23*)) = In (1 N k213k>

determiniamo il raggio di convergenza calcolando il limite

L. Vk _ 1 1 VE
- = lim(f(k)) :11’?1 <1n <1+k23’“>)

Quindi il raggio di convergenza & .

Quindi si ha convergenza assoluta, quindi anche semplice, nell’intervallo (—2,4) e
convergenza uniforme in ogni intervallo chiuso [a,b] C (—2,4).

La serie converge sulla frontiera dell'intervallo (—2,4). Infatti, sd esempio, per z = 4
usando la stessa approssimazione di prima, i termini della serie diventano

P03 =t (14 e ) 3 =3 g1 0(1) = 51 -+o(1)

che per confronto asintotico con la serie k—g converge. In maniera analoga per x = —2 si ha
ke_qyk_ (CDF
Fk)3H(=1)" = 5= (1 +o(1))

che converge assolutamente e quindi anche semplicemente. In conclusione si ha convergenza
assoluta e uniforme in tutto ’intervallo [—2,4].



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 13 Luglio 2016
Soluzioni

1) Data la funzione
f(x) =2’y +y°z+8

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Trovare massimo e minimo assoluto di f nella regione K := {0 <y <1 — 2?%}.

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C°°(R?), quindi possiamo applicare tutti i risultati
che conosciamo per 'analisi dei punti estremali. Imponiamo ’annullamento del gradiente:

_(3Py+yP )\ _ [ 3Py+y® N\ _ [0
Vi= ( ¥+2yr ) \x@?+2y) )\ 0 = (0,0)
Calcoliamo la matrice Hessiana

6y 3x2 + 2y

H;(0,0) = (8 8) .

La matrice Hessiana non ci da informazioni. Tuttavia si osservi che se restringiamo la funzione
all’asse y = x si ha che

Quindi

flz,2) =8 =a* + 23
che ha un cambiamento di segno nell’intorno di x = 0. Di conseguenza (0,0) & un punto di
sella.

2.) Si osservi che l'insiem K & chiuso e limitato, quindi per il Teorema di Weierstrass la
funzione ammette in K massimo e minimo assoluto. Abbiamo gia osservato che f non ha max e
min relativi su R%. Quindi andiamo a vedere come si comporta sulla frontiera/ Si osservi che la
funzione ristretta alla retta y = 0 & costante: f(x,0) = 8 quindi ci rimane da studiare la funzione
sulla curva y = 1 — 22 per —1 < 2 < 1. Sostituendo y = 1 — 2 si ottiene la funzione

g@) = flz,1—2?) =21 —2®) + (1 —2?) 2 +8=2> -2+ -22° +2° + 8= —2® + 2 +8

Ora . )
"(z :—3x2+1:3(+x> <—x>
g'(x) 7 7
Quindi z = f% ¢ un punto di minimo relativo mentre x = +% ¢ un massimo reltaivo della
funzione ristretta sull curva. Quindi
1 1 2
1/V3),1-1/3) =g(1/V3) = ———=+ —= + 8= —— +8 .
fA/V3) /3)=9(1/V3) = —2 AT A 7

1 1 2
4 8=——"_+8.
3V3 V3 V3

Che confrontati con il valore della funzione in y = 0, f(x,0) = 8, danno il seguente risultato:

F(=1/v/3),1—1/3) = g(~1/V/3) = +

e il punto (1/v/3,2/3) ¢ il massimo assoluto della funzione su K;

e il punto (—1/4/3,2/3) & il minimo assoluto della funzione su K.



2) Data la forma differenziale

2 — 22)In(2 — 22) — 2yz?
wy = y( x)(l;(x;)C) L dx + z1n(2 — 2?) dy

1. Dire, motivando le risposte, se w1 € una forma differenziale esatta e, in caso affermativo,
calcolarne una primitiva.

2. Data la forma differenziale

y(2 —2?)In(2 — 2?) — 2ya? Y 9 T
= — + (xIn(2 - + —
wa ( 2—22) 21 dx zln(2 — z=) 21 dy

calcolare lVintegrale f7 wsy lungo la circonferenza x% + y* = 1.

Svolgimento 1.) Il dominio della forma differenziale, definito dalla condizione che 'argomento
del logaritmo si maggiore di zero ¢ la striscia —v/2 < 2 < /2. Tale insieme ¢ convesso, quindi
semplicemente connesso. Verifichiamo se w; verifica le condizioni di chiusura. Indicando con a
ed b la prima e la seconda componente di w; si ha

dyale,y) = =7 )i;(f ;;j =27 g b(ay)

Quindi w; e esatta. Calcolimo una primitiva f imponendo

0,f =bla,y) =22 —2?) = f(a,y) = yo(2 —2%) + h(z)

y(2 — 22)In(2 — 22) — 2ya?
(2-a?)

22
5‘xf:y1n(2—x2)—2x y

+ 0zh =a(z,y) = = h(z) = cost .

— 22

Scegliendo h = 0, una primitiva di w; &

fz,y) = yrin(2 —2?) . ‘

2.) ws & una forma chiusa su R?\ {0} che non & semplicemente connesso. Quindi non possiamo
affermare che wy sia esatta. Si osservi che ws si pud decomporre nel modo seguente

x
wy=wi1+¢ dove ¢:= <_x2«yky2 dac—l—zQer2 dy)

Ora w; € esatta quindi il suo integrale lungo la circonferenza - & uguale a zero. Invece la forma
differenziale ¢ & il noto esempio di forma differenziale chiusa ma non esatta. Dato che la curva ~y
di integrazione percorre un giro intorno alla ”lacuna” di ¢, si vede facilmente che fvi ¢ ==+27

dove il segno pit si ha se la curva é orientata in senso antiorario v, il segno meno nel caso

opposto. In conclusione
/LUQZ/ wl—l—/ ¢ =+21 .
’Yi ,yi ,yi




3) Calcolare, in senso improprio, lintegrale

ey
rdxdy ,
/D (ev + 1)2(y/2 + 32)

dove D:={0<y<z, 0<z>+3y*<1}.

Svolgimento. L’integrale & definito in senso improprio a causa del termine /a2 + 3y2) che
si annulla nell’origine che € contenuta nell’insieme D. Per calcolare I'integrale consideriamo la
famiglia di insiemi
D.:={0<y<z,e<a’4+3y*<1},e>0;
osserviamo che U5 0D, = D\ {0}; calcoliamo l'integrale fDE f ed eseguiamo il limite per € — 0.
Dal momento che la funzione integranda f & positiva nel dominio di integrazione il risultato non
dipende dalla scelta degli insiemi che va a ricoprire D.
Come prima cosa passiamo in coordinate ellittiche ponendo
1 .
x=pcos(f) , y=-—=psin(d) .

V3
ed osserviamo che il dominio D, si descrive, in tali coordinate, dalle relazioni
sin(6)
V3

La matrice jacobiana associata alla trasformazione diventa

_ cos(0) sin(0)/v/3 o
- < —psin(0) pcos(9)/v3 ) = |detJ| = p/V3

e<p’<1l ; 0< <cos(f) <= 0<60<7/3.

Quindi

1 1 p /3 &0 e(psin(@)/\/g) ) 0
= — COS
/DE / \/§~/a p/o (elpsin(®)/V3) 1 1)2p pcos(®)
1 /3 1
1 1 1
P eV 41, i /D 11 2

1-—c¢ 1d 1
T2 L P

Per calcolare 'ultimo integrale cambiamo variabile ponendo ¢t = /2 da cui p = 2 In(t) edp =

2dt.
< -

1/2 1/2

1 e e
1 1 1 1 1
/dp7:2/ dt—~f:2/ dt (- — ——
e elr/2) 41 e/ t+1 t ec/2 t t+1

61/2 66/2

, . 1—¢ es/? el/? 1 el/? 1 e 41



4) Calcolare il flusso del campo vettoriale F= (x + z,y,2) attraverso la surperficie S definita
dalle equazioni
S={(x,y.2) eR’ | z=2y , 2°+y* <2}

orientata in modo tale che la terza componente del vettore normale sia positiva.

Svolgimento. Calcoliamo forma parametrica della superficie S. Sostituendo I'equazione del
piano z = 2y nella seconda equazione si ottiene:

<2y —= 2+ (y-1)7%<1
Quindi la superficie Sé definita dall’equazione
S(t,s) = s , P (s—1)%2<1
2s

Calcoliamo il vettore normale N alla superficie Il vettore normale alla superficie:

1 0 ) i § ok 0
8,55 = 0 5 8,55 = 1 5 N = det 1 0 O = -2
0 2 01 2 1

che ha l'orientazione richiesta dal problema. Ora

= = . t+2s 0
Og(F) :/ <F(t7s,2s),N(t,s)> :/ s . =2 |)=o0
t24(s—1)2<1 t24(s—1)2<1 2g 1




5) Data la serie

i( ln(k)+k3+2k—@) (x —1)* zeR
k=1

studiarne, motivando le risposte, la convergenza semplice, assoluta ed uniforme.

Svolgimento Si tratta di una serie di potenze centrata in x = 1. Calcoliamo il raggio di

convergenza. Posto
fk) := \/In(k) + k3 4 2k — V/2k

determiniamo il raggio di convergenza calcolando il limite

1/k
L ln(£ (k)¢ = lim (W ( RO 1>>

r k

, 1 k3 + In(k) 1 k3 + In(k) 1/k

3 N\ 1/k
=2 lim QfH) (1+0(1))
V2

= TN TN

2\
Quindi il raggio di convergenza é m

Quindi si ha convergenza assoluta, quindi anche semplice, nell’intervallo (1—+/2,1+
v/2). Abbiamo convergenza uniforme in ogni intervallo chiuso [a,b] C (1 — /2,1 + v/2).

La serie non converge sulla frontiera dellintervallo (1 —+/2,1++/2). Infatti, sd esempio,
per x = 1+ /2 usando la stessa approssimazione di prima, i termini della serie diventano

3

f(k)2F/2 = ok/2 < In(k) 4 k3 + 2k — \/27> = ok/2 <2k/2 ];7(1 + 0(1))> =k*(1+0(1)) .

Quindi la serie non pué convergere in quanto f(k)2*/2 = k3(1 + o(1)) — oco. Lo stesso discorso
vale per = 1 — v/2 anche se la serie & in questo caso a termini di segno alterno.



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica - 15 Febbraio 2016
Soluzione della Versione A

1) Data la funzione
f(@) = yz® + 22y

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Trovare massimo e minimo assoluto di f nella regione K :={0<z <1, —z <y < —:cz}

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C>°(R?), quindi possiamo applicare tutti i risultati
che conosciamo per l’analisi dei punti estremali. Imponiamo "annullamento del gradiente:

o 2yz 42y ( 2y(z+y) N\ _ (O B B
Vf—( z? + 4oy )_(x(x+4y))_(0> = z=0,y=0

Quindi l'unico punto critito & l'origine (0,0). Calcoliamo la matrice Hessiana

_ 2y 2z + 4y (00
Hf(xvy)_<2m+4y A ) = Hf(ovo)_(o O)

quindi l'informazione contenuta nel punto (0,0) non & sufficiente a stabilire la natura del punto
critico. Tuttavia, si osservi che f(0,0) = 0 e che sulla retta y = —z, passante per lorigine, la
funzione vale f(x,—x) = —2% + 22% = 2 che cambia segno in ogni intorno di x = 0; quindi
f(z,y) cambia segno in ogni intorno di (0,0) ossia (0,0) &€ un punto di sella.

2.) Si osservi che l'insiem K & chiuso e limitato, quindi per il Teorema di Weierstrass la
funzione ammette in K massimo e minimo assoluto. Abbiamo gia osservato che f non ha max e
min relativi su R?. Quindi studiamo la funzione f sulla frontiera K del vincolo K. La frontiera
¢ formata da due curve

71::(_2) Ctel0,1] 72@);:(_’;2) ,te0,1]

che si incontrano nei punti P, = (0,0) e P» = (1,—1). Questi punti non regolari del vincolo.
Quindi studieremo i punti estremali di f sulle curve e poi li confronteremo con i valori di f sui
punti P; e Ps.

Valutando f su v si ha f(y1(t)) = —t3 4+ 2t = > che non ha ne punti di massimo
ne di minimo.
f(72) | Valutando f su v, si ha f(y2(t)) = —t* + 2¢°. Studiamo la derivata prima

fya(t)) = =42 + 10t =235t —=2) =0 <= t=0, t=2/5

A noi interessano solo i valori compresi nell’intervallo (0,1) (gli estremi sono punti di non
regolaritd. Quindi 'unico punto di interesse ¢ ¢ = 2/5. Studiando il segno si deduce che
t = 2/5 ¢ un punto di minimo locale della funzione sul vincolo, in particolare f(y2(2/5)) =
f(2/5,—-4/25) = —18. Valutando infine la funzione sui punti non regolari del vincolo si ha
f(0,0)=0¢e f(1,—1) = 1. Quindi

(2/5,—4/25) minimo assoluto ; (1,—1) massimo assoluto



2) Data la forma differenziale

—2xy® + 4y 2
= 2y In(— 4
w 712+4x+5dx+ yln(—a” + 42 4+ 5) dy

Calcolare Uintegrale di w lungo la curva v definita y(t) := < ln(tt—l— 1) ) pert € [0,1]
Svolgimento Come prima cosa studiamo il dominio della forma differenziale. Si vede facil-
mente che il dominio & definito dalla consizione che ’argomendo del logaritmo sia > 0. Allora

—2?+4rx+5>0 <= —(r+1)(z—5) >0 <= z€(-1,5)

Quindi il dominio di omega ¢ 'insieme dei punti (z,y) € (—1,5) x R che & convesso e quindi
semplicemente connesso. Andiamo a vedere se la forma differenziale & chiusa (quindi esatta per
quanto appena osservato) sul dominio. Indicando con aq(z,y) ed as(z,y) la prima e la seconda
componente della forma differenziale osserviamo che

—2xy? + 492 —4xy + 8
dyar(w,y) = 9, I

= = 0,2yIn(—2® + 4z +5) =0
Vet drt5 @zt e FdzE5) = Ohax(ny)

Quindi la forma differenziale & esatta. Calcoliamo una primitiva di w

—2zy? + 4y?
Ouf(z,y) = ar(z,y) = "2 +4r+5

Da cui

—2x+4
=y | ————— +h(y) =y*In(—2* +4 h
f(z,y) =y /_x2+4m+5+ (y) = y"In(—2" + 42 + 5) + h(y)

Imponiamo ora la seconda condizione
Oy f(z,y) = 2yln(—a® + 4o +5) + Jyh(y) = az(z,y) = 2yln(—2® + 4z + 5)

da segue che possiamo scegliere h = 0. Quindi una primitiva di w € la funzione

’f(x,y) =y’ In(—2? + 4z +5) .

In conclusione osservando che la curva gamma & supportata all’interno del dominio di definizione
di w si ha

[ = £6(1) = 760) =t @) = 31*(2)



3) Calcolare Uarea della superficie S di equazione parametrica
t
S(t,s) = s

s+1

t<s<2t,1—-t<s<2—-¢t.

)

Svolgimento Calcoliamo il versore normale:

1 0 i j ok 0
aS=o] ,as=1], Ns=aS5n0,S=|1 0 0 |=[ -1
0 1 01 1 1

Quindi

Area(S) = /

{t<s<2t , 1-t<s<2—t}

INs(t, )| deds = / V3 dids

{t<s<2t , 1-t<s<2—t}

Eseguendo il cambio di variabili u := s/t e v := s+1, il dominio di integrazione diventa u € [1, 2]
e v € [1,2]. Calcoliamo s,t in funzione di u e v e quindi la matrice Jacobiana. Dalla seconda
equazione s = v — ¢ che sostituita nella prima da v = v/t — 1 quindi

v 1
v v uv —axD?  uri
u+1 YT U T url () ( (uf1)2 u+1
Quindi
U v v
det(J = |- — = .
et O = = ™ 8| = s 12

A questo punto il calcolo dell’area diventa

2 2

Area(S) /2d /Qdﬁ v ﬁ/zd /2d ! ok ]2 -1 1
rea = v u — = VU u— = — . _
1 1 (u+1)? 1 o (u+1)? 2l w1l 2v2

4) Si consideri il campo vettoriale F = F, + F dove F;, = (2xyz, 2%z, 2%y) e Fy, = (y,0,0).
Calcolare il flusso del rotore rot(F) di F, attraverso la surperficie di equazione 2% +4y? + 2% =1,
con z > 0, orientata in modo tale che la terza componente del vettore normale sia positiva.

Svolgimento. Usando la linearita del rotore si ha

0
rot(F) = rot(Fy) + rot(Fh) = rot(Fy) = 0
-1

in quanto il rotore di F 6 uguale al vettore nullo. A geusto punto possiamo calcolare il flusso
del rotore attarverso S direttamente oppure possiamo applicare il teorema di Stokes e osservare
che

o5(F) = ds(Fy) = / 7

oS+



dove ST la frontiera di S orientata positivamente rispetto all’rientamento dato su S. Ora S é
una porzione di ellissoide orientata in modo tale che la terza componente del vettore normale
sia positiva. La frontiera di S é l'ellisse di equazione 4y? + 2 = 1. In base all’orientazione si S
si deduce che 'orientamento da scegliere nella parametrizzazione dell’ellisse é quello che la vede
percora in senso antiorario. Per descrivere ellisse usiamo il sistema di coordinate = p cos(#),
y = p/2sin(f), e z = 0 da cui si ottiene p=1e 0 € [0, 27]. Quindi

cos(6) - —sin(6)
oSt = (1/2)05111(9) , 08 = (1/2)8205(9)

Quindi
27 27
= = .4 __1 . 9 _ _E
/65+F2_/0 <F2(9),8S >d0_ 2/0 sin?(0) df = —7

5) Data la serie
- k
= \1+2Fk21In"(k)

studiare la convergenza semplice, assoluta ed uniforme.

Svolgimento Si tratta di una serie di pontenze centrata in z = 4. Calcoliamo il raggio di
convergenza

, k
- =lim|————
1+ 26k21In?(k)

r k

1/k 1 1/k 1
=lim|( —s— 1+o(1)/* =
k (2kk1n2(k)) ( 1) 2

Quindi la serie converge semplicemente ed assolutamente in (2,6) e uniformemente in [a,b] C
(2,6) per ognia >2eb<6.

. . k N . . e .
Per la serie diventa » -, (1%%10(16)) che ¢ a termini positivi. Osservando che

per k — 400
k2" 1
1+26k21n% (k) kIn(k)
per confronto asintotico e per il confronto integrale la serie converge.

Per la serie diventa Y -, (#’;DQ(M) (—=1)* che ¢ a termini di segno alterno.

Tuttavia passando al modulo, per quanto visto nel caso x = 6 si ha convergenza assoluta.

(1+0(1)),



6) Si consideri lequazione differenziale
= ln(e_xz‘” +1/2) .
Dopo aver discusso le condizioni di esistenza ed unicita locale

1. trovare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita.

2. provare che le soluzioni massimali ¢(t,zq) sono globalmente definite per ogni dato iniziale
x(0) = zg e caleolare i limiti limy_, 4 o P(t, x0) per zo € R.

Svolgimento 1.) L’argomento del logaritmo ¢ sempre > 0 quindi il dominio di f(x) & tutto
R. Inoltre la funzione f(z) & composizione di funzioni C*°. Quindi f(z) € C*°(R) e le condizioni
di esistenza ed unicitd locale sono verificate.

I punti di equilibrio 1li otteniamo imponendo che I'argomento del logaritmo sia uguale ad 1:

14+ /1+4In(2)
2

e_”2+””+1/2 =1 > Tt = 1/2 <= —2’+2+In(2) =0 <= 2=

. . - 1 1 . . . .
Si osservi inoltre che f(x) > 0 per z € (1 \/1;4 n(2), 1+\/1;4 11(2)) e negativa altrimenti. Da cui

—4/1+41n(2)

w e 'instabilita del punto - 2

si deduce 1’asintotica stabilita del punto

2.) La funzione f(z) & limitata in quanto continua in R e perche il limite per x — +oo
di f(x) & uguale —In(2). Per sublinearitd le soluzioni massimali esistono globalmente.
Di conseguenza sappiamo che dato xg € R se esiste lim;—, 1o &(t, z) tale limite o & infinito
oppure ¢ un punto di equilibrio. Ora per il torema di esistenza ed unicita le soluzioni massimali
sono confinate all’interno delgi intervalli delimitati dalle soluzioni stazionarie associate agli zeri
di f(x). Inoltre dato che in tali intervalli la funzione ha segno costante le soluzioni saranno
monotone e quindi ammetteranno limite per ¢ — 400. In particolare

1—4/14+41n(2 . . . L
® Iy € (—oo, —;()) la soluzione massimale risulta decrescente. L’unico risultato

possibile & lim;_, 1 o ¢(t, 209) = —o0.

9

o zo € (1—\/1—;—411'1(2) 1+\/1—;—4ln(2)

) la soluzione massimale & crescente e quindi I'unico

144/1+41n(2)

risultato possibile € limy_, o ¢(t, 20) = ——5——.

14+4/14+41n(2 . . . o .
e Iy € <+1,—H(), —|—oo> la soluzione massimale risulta decrescente e quindi 1'unico

14+4/14+41n(2)

risultato possibile ¢ lim;_, o ¢(t,79) = ——5——.



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica - 1 Febbraio 2016
Soluzione della Versione B

1) 1) Data la funzione
fz) = —ya® — day®

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Trovare massimo e minimo assoluto di f nella regione K := {-1<x <0, 22 <y < —z}

Svolgimento Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C°°(IR?), quindi possiamo applicare
tutti i risultati che conosciamo per ’analisi dei punti estremali. Imponiamo ’annullamento del
gradiente:

o 2y -4yt _( “2y(etdy) \ _ (0 _ _
Vf—( x28xy>_< —z(zx+8y) ) \ 0 = v=0,y=0
Quindi 'unico punto critito ¢ Porigine (0,0). Calcoliamo la matrice Hessiana

—2 —22 -8 00
Hy(x,y) = ( —zx—ysy s Y > = H(0,0) = ( 0 0 >

quindi l'informazione contenuta nel punto (0,0) non ¢é sufficiente a stabilire la natura del punto
critico. Tuttavia, si osservi che f(0,0) = 0 e che sulla retta y = —x, passante per l'origine, la
funzione vale f(x,—z) = 2% — 423 = —323 che cambia segno in ogni intorno di z = 0; quindi
f(x,y) cambia segno in ogni intorno di (0,0) ossia (0,0) &€ un punto di sella.

2.) Si osservi che l'insiem K ¢ chiuso e limitato, quindi per il Teorema di Weierstrass la
funzione ammette in K massimo e minimo assoluto. Abbiamo gia osservato che f non ha max e
min relativi su R2. Quindi studiamo la funzione f sulla frontiera K del vincolo K. La frontiera
¢ formata da due curve

wi= (L) a1 s om0 =( ) relono

che si incontrano nei punti P; = (0,0) e P, = (—1,1). Questi punti non regolari del vincolo.
Quindi studieremo i punti estremali di f sulle curve e poi li confronteremo con i valori di f sui
punti P; e Ps.

Valutando f su v si ha f(v1(t)) = t3 — 4t> = —3t3 che non ha ne punti di massimo
ne di minimo.

Valutando f su 2 si ha f(y2(¢t)) = —t* — 4¢5. Studiamo la derivata prima

f(ya(t)) = —4t> —20t* = —4t3(1 +5t) =0 <= t=0,t=—-1/5

A noi interessano solo i valori compresi nell’intervallo (—1,0) (gli estremi sono punti di non
regolaritd). Quindi I'unico punto di interesse ¢ ¢ = —1/5. Studiando il segno si deduce che
t = —1/5 & un punto di minimo locale della funzione sul vincolo, in particolare f(v2(—1/5)) =
f(=1/5,1/25) = —<. Valutando infine la funzione sui punti non regolari del vincolo si ha
f(0,0)=0¢e f(—1,1) = 3. Quindi

(—1/5,1/25) minimo assoluto ; (—1,1) massimo assoluto



2) Data la forma differenziale

w::wdx+\/fx2+2x+8dy
V—x?+22x+38

y . . B ¢
Calcolare Uintegrale di w lungo la curva 7 definita v(t) := ( Vs ) pert € [0,1]
Svolgimento. Come prima cosa studiamo il dominio della forma differenziale. Affinche tutte
e due le componenti della forma differenziale a;(z,y) ed az(z,y) siano ben definite & necessario
e sufficiente che I'argomendo della radice sia > 0. Allora

—224+22+8>0 <= —(v+2)(z—4)>0 <= z€(-2,4)
Quindi il dominio di omega ¢ l'insieme dei punti (z,y) € (—2,4) x R che & convesso e quindi

semplicemente connesso. Andiamo a vedere se la forma differenziale & chiusa (quindi esatta per
quanto appena osservato) sul dominio. Osserviamo che

—zy+y —r+1
Oyar(z,y) =0 = =0,V —x2+2x + 8 = O as(x,
yar (@y) V=212 8 V—a?+25+38 2(%,9)

Quindi la forma differenziale & esatta. Calcoliamo una primitiva di w

Ty +y

0: (o) = () = T

Da cui

—r+1
z,y) = — 4 hy)=yV—-22+22+8+h
Fey) =y | g T = ()

Imponiamo ora la seconda condizione

Oyf(z,y) =V —22+2x+ 8+ 9yh(y) = as(z,y) = V-2 +2x+8

da segue che possiamo scegliere h = 0. Quindi una primitiva di w € la funzione

flx,y) =yv—2?+22+8.

In conclusione osservando che la curva gamma e supportata all’interno del dominio di definizione
di w si ha

/ w=F((1) — F((0) = V2 .



3) Calcolare Uarea della superficie S di equazione parametrica

t
S(t,s) = s—1 , 1<s<3t,1—-t<s<2-—1t.
s

Svolgimento Calcoliamo il versore normale:

1 0 i j ok 0
asS=1o0] ,0.5=[1], Ng=a5r0,S5=[1 0 0 | =] -1
0 1 0 1 1 1
Quindi
Area(S):/ |\N5(t7s)||dtd5:/ V2dtds
{t<s<2t , 1-t<s<2-t} {t<s<2t , 1-t<s<2—t}

Eseguendo il cambio di variabili u := s/t e v := s+1, il dominio di integrazione diventa u € [1, 3]
e v € [1,2]. Calcoliamo s,t in funzione di u e v e quindi la matrice Jacobiana. Dalla seconda
equazione s = v — t che sostituita nella prima da v = v/t — 1 quindi

v 1
v v uv - ==
t = s = _— = = J , — ('lL;rl) ui_l
url TV TR T ur (u,0) < R wa
Quindi
uv v v
det(J = |— — _| = )
| (& ( (% U))| (u+ 1)3 (u—l— 1)3 (u+ 1)2

A questo punto il calcolo dell’area diventa

912
Area(S /dv/ du———= /dvv/ du L
u+1 2]y

4) Si consideri il campo vettoriale F = Fy + Fy dove Fy = (yz2,222,2zyz) e Fy = (0,2,0).
Calcolare il flusso del rotore rot(F ) di F attraverso la surperficie di equazione 2> +vy? +4x% =1,
con z > 0, orientata in modo tale che la terza componente del vettore normale sia positiva.

Svolgimento. Usando la linearita del rotore si ha

0
rot(F) = rot(Fy) + rot(Fy) = rot(Fy) = [ 0
1

in quanto il rotore di F e uguale al vettore nullo. A geusto punto possiamo calcolare il flusso
del rotore attarverso S direttamente oppure possiamo applicare il teorema di Stokes e osservare
che

o5(F) = os(F) = | P



dove OS™T ¢ la frontiera di S orientata positivamente rispetto all’orientamento dato su S. Ora
S ¢ il semiellissoide orientato in modo tale che la terza componente del vettore normale sia
positiva. La frontiera di S & lellisse di equazione y? + 422 = 1. In base all’orientazione si S
si deduce che 'orientamento da scegliere nella parametrizzazione dell’ellisse ¢ quello che la vede
percorsa in senso antiorario. Per descrivere ’ellisse usiamo il sistema di coordinate z = p/2 cos(#),
y = psin(d), e z = 0 da cui si ottiene p =1 e 6 € [0, 27]. Quindi

(1/2) cos(h) - —(1/2) sin(0)
9SSt = sin(f) , 0S5 = cos(0)
0 0

Quindi
27 27
= = .4 _1 9 _ z
/83+F2_/0 <F2(9),8S >d€_2/0 cos?(6) df =

5) Data la serie

o~ (k)
;(1—1—3’“/61113(/<J)> (x_2)k7 reR

studiare la convergenza semplice, assoluta ed uniforme.

Svolgimento Si tratta di una serie di pontenze centrata in z = 2. Calcoliamo il raggio di
convergenza

In(k)
14 3%k 1In®(k)

r k

1/k 1 1/k 1
=lim | = — 1+o(1)/* =2
i <3kkm2(k)) (1 + o)k = 2

Quindi la serie converge semplicemente ed assolutamente in (—1,5) e uniformemente in [a,b] C
(—1,5) per ognia > —1leb<5.
—_ T o) 3% In(k) N - e

Per la serie diventa ).~ (m) che ¢ a termini positivi. Osservando che
per k — 400

3% In(k 1

= (o),

14+ 3%kIn°(k) kln“(k)
per confronto asintotico e per il confronto integrale la serie converge.

k
Per la serie diventa > -, (#%) (—1)¥ che & a termini di segno alterno.

Tuttavia passando al modulo, per quanto visto nel caso x = 5 si ha convergenza assoluta.




6) Si consideri lequazione differenziale
i=In(e™™ " +1/2) .
Dopo aver discusso le condizioni di esistenza ed unicita locale

e trovare i punti di equilibrio e discuterne la stabilita.

e provare che le soluzioni massimali ¢(t,xq) sono globalmente definite per ogni dato iniziale
x(0) = zg e caleolare i limiti limy_, 4 o0 P(t, x0) per zo € R.

Svolgimento 1.) L’argomento del logaritmo ¢ sempre > 0 quindi il dominio ¢ R. Inolte f(x)
¢ composizione di funzioni C*°. Quindi f(z) € C°(R) e le condizioni di esistenza ed unicitd
locale sono verificate.

I punti di equilibrio 1li otteniamo imponendo che I’argomento del logaritmo sia uguale ad 1:

—1++/1+4In(2)
2

—z?—z —z?—z 2
e +1/2=1 <= ¢ =1/2 — —2*—2z+In(2)=0 <= x4 =

Si osservi inoltre che f(z) > 0 per = € <_1_ Y 12+4 ln(Z), —Ih 12+41n(2))

e negativa altrimenti.

—144/1+41n(2)
2

Da cui si deduce P’asintotica stabilita del punto e l’instabilita del punto

—1—4/14+41n(2)

2

2.) La funzione f(x) & limitata in quanto continua in R e perche il limite per z — +oo
di f(z) & uguale —In(2). Per sublinearitd le soluzioni massimali esistono globalmente.
Di conseguenza sappiamo che dato zg € R se esiste lim;—, oo ¢(¢,20) tale limite o & infinito
oppure ¢ un punto di equilibrio. Ora per il torema di esistenza ed unicita le soluzioni massimali
sono confinate all’interno delgi intervalli delimitati dalle soluzioni stazionarie associate agli zeri
di f(z). Inoltre dato che in tali intervalli la funzione ha segno costante le soluzioni saranno
monotone e quindi ammetteranno limite per ¢ — 4c0. In particolare:

—1—4/1+41n(2)

> la soluzione massimale risulta decrescente. L’unico risultato

® rg € | —o0,

possibile & lim;_, o ¢(t, 29) = —00.

—1—4/1441n(2) —144/1+41n(2 . . . o .
e Iy € ( ! 2+ n( ), It 2+ n( )> la soluzione massimale € crescente e quindi 'unico

risultato possibile & lims_, 1 oo @(t, zg) = w.

—14+/1+41n(2 . . . . .
e g € (+2+n(), —I—oo) la soluzione massimale risulta decrescente e quindi 'unico

risultato possibile & lim;_, 4 o0 (¢, 70) = w'

10



Analisi Matematica IT - Ingegneria Meccanica/Energetica - 15 Febbraio 2017

1) Data la funzione
f(x) := 2t — 8%y + day?

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Determinare e classificare gli estremi della funzione nella regione E := {xz < 1}.

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C>°(R?), quindi possiamo applicare tutti i risultati
che conosciamo per 'analisi dei punti estremali. Imponiamo "annullamento del gradiente:

423 — 162y + 41> 423 — 162y + 49° 0
Vf= Q2 = _ = )
8x% 4 8zy 8z(—x +y) 0
Dalla seconda equazione otteniamo x = 0 che, sostituita nella prima, da y = 0. Quindi un primo

punto critivo & il punto (0,0). Sempre dalla seconda equazione otteniamo y = x che sostituita
nella prima equazione da

42° — 162° + 42 =42*(z - 3) =0 <= =0, =3 = (0,0), (3,3) .

In conclusione i punti critici della funzione sono i punto (0,0) e (3,3). Calcoliamo la matrice

Hossiana Hi(z.y) = 1222 — 16y —16x + Sy
&Y= 162+ 8y 8z

Quindi
[ 427-12) —48+24\ [ 60 -2
H;(3:3) = ( —a8+24 2 ) = ( 24 )

da cui si deduce che (3,3) & un minimo relativo in quanto det(H(3,3)) > 0 e H(3,3)11 =
60 > 0 ossia Hf(3,3) ¢ definita positiva. Invece

H;(0,0) = < 8 8 >

quindi 'informazione contenuta nel punto (0,0) non & sufficiente a stabilire la natura del punto
critico. Tuttavia se andiamo restringiamo la funzione sulla retta y = x, si osserva che

flz,z) = a* — 42® = 23(z — 4)
che risulta
flz,2) >0 <= z€(—00,00U[4,+00) ; f(r,2) <0 <= z€(0,4)

quindi si ha un cambiamento di segno in ogni intorno di (0,0) che risulta un punto di sella.
2.) L’insieme E non ¢ limitato. Quindi la funzione pud non avere massimi e minimi asso-

luti. Nella regione x < 1 gia sappiamo che (0,0) & un punto di sella. Rimane da studiare il

comportamento sulla frontiera del vincolo, ossia x = 1. Si osservi che f(1,y) =4y?> —8y+1e

f(Ly)=8y—1)=0 <= y=1

I’analisi del segno
F(Ly)=8y—1)>0 < y>1.



Quindi il punto y = 1 & un minimo relativo della funzione ristretta alla retta x = 1. Per capire
se si tratta di una massimo relativo della funzione sull’insieme F studiamo il gradiente della

funzione nel punto di (1,1):
4-16+4 -8
Vf(1’1)2< —8+38 ):( 0 )

In conclusione Vf (—1,1) & diretto verso I'interno di E. Quindi (—1,1) & un minimo relativo
della funzione ristretta all’insieme E.



Data la forma differenziale
—2y —2x
w = dx +
zy —9 xzy —9

dy

Calcolare gli integrali fw w, fﬁ{z w lungo le sequenti curve
_f t+9 _ [ sin(wt/4)
n(t) = ( 2 +2 ) P 72(t) = ( cos(mt/4)
cont € 0,1]

Svolgimento La forma differenzial definita in nell‘insieme D := R?\ {zy —9 = 0}. Si osservi
che l'insieme non ¢ connesso ed ¢ formato da tre componenti connesse

9 9
D+::{y>;,x>0} , Do :={xy <9} , D,::{y<5,a¢<0}

con D+ e D_ convessi mentre Dy semplicemente connesso (non si sono lacune) ma non convesso.
La forma differenziale risulta chiusa infatti
18 —2z

—9y
Io) =0 = =0. =0
vl = Yy (ry—9)2  Tay—9 ya2

Andiamo a vedere se la forma differenziale ¢ esatta. A tal proposito si ricordi che nel caso in
cui il dominio non & connesso una forma differenziale ¢ esatta se la restrizione alle componenti
connesse & esatta, in altre parole se per ogni componente connessa la restrizione della forma alla
componente connessa ammette una primitiva. Proviamo a calcolare una primitiva di w:

—2y
-9

a:rf:al:l_ = f(x7y):—2ln|xy—9|+h(y)

—9 —2z
+ Oyhly) = 0,f = a3 = ——

p— = h(y) = cost .

Quindi data la funzione

| f(z,y) = —2In|ay - 9|

e posto
fi(@,y) = =2In(zy - 9),  (z,y) € Dy
fo(z,y) := —2In(zy — 9) , (x,y) € D_
fO(xay) = 72111(9 - ZL’y) ) ('lf,y) € DO

si ha che fi, f— e fo sono delle primitive di w quando ristretta a Dy, D_ e Dq rispettivamente.
Per il calcolo degli integrali curvilinei osserviamo che la prima curva 7; appartiene alla regione
D, quindi

[ = Fn0) = £100(0) = 20030 - 9) ~ (15 - 9) = ~2In(7/3) .
71
La seconda curva si trova nella regione Dy quindi

/ w = fo(n(1)) = fo(11(0)) = =2(In(9 — 1/2) = In(9)) = —2In(17/18) .



3) Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (za, 2z, 2%) attraverso la superficie o definita
dall’equazione z = (z2 + 4y2)1/4, 0 < z <2, orientata in modo tale che la terza componente del
vettore normale sia negativa.

Svolgimento La superficie in forma parametrica risulta

t
o(t,s) : , 0<t?+4s2<16

S
(t2 + 452)1/4

Il vettore normale alla superficie risulta

. i k %t (t2 +452)’3/4
No(s,t) = 0s0(t,s) NOyo(t,s)=| 0 1 2s(t24+4s2)73/* | = 2s (2 + 4s2)~3/4
1 0 2t(t?+4s%)73/4 —1

Quindi il vettore normale ¢ orientato coerentemente a quanto richiestao dal problema. Per
calcolare il flusso conviene applicare il teorema della divergenza. Cominciamo osservando che

div(F) = 4z2° + 3y°x

& una funzione dispari rispetto alla variabile z. Per applicare il teorema della divergenza chiudi-
amo la superficie con il disco ellittico D definito

D={2>+4y* =16, 2 =2}

con orientamento tale che la superficie S = D U o risulti una superficie chiusa orientata. In
base all’orientamento che abbiamo su o si ha che il vettore normale Np a D deve avere terza
componente positiva. L’orientamento risultante su S e diretto verso l'esterno di S. Quindi
applicando il teorema della divergenza si ha

/VS div(ﬁ)(x,y7z)dxdydz:/S<13,]\75>:/<ﬁ,ﬁg>+/jj<ﬁ,ﬁp>

[oa

dove
Ver={0< (@ +4*)/* <z, 0<2<2}.

Tuttavie Vg ¢ simmetrico rispetto allo scambio x — —z. Quindi in base a quanto osservato su
div(F) si ha

/‘/Sdiv(ﬁ)(x,y,z)dzdydz—O é/g<ﬁ’ﬁa>:7/p<ﬁ’ﬁD>

Allora si osservi che

D(t,s): | s , 0<t?+4s2 <16

Il vettore normale alla superficie risulta

. i j k 0
Np(s,t) =0D(t,s) NOsD(t,s)=|1 1 0 0 | =| 0
010 1



Quindi

2
/ <ﬁ,]\7p>:/ / / —p? cos? ) =327
D 0§t2+432§16 2

dove si & eseguito il cambiamento di coordinate ellittiche ¢ = pcos(f) e y = 1 psin(¢) che ha come
matrice Jacobiana

_ cos(f)  —psin(0) P
I(p,0) = ( sin(0)/2 peos(0)/2 > - |det(J(p. 6D =3 -

In conclusione



4) Data la serie

Z( 1n(k)+1+4k—x/47> @, zeR
k=1

studiarne, motivando le risposte, la convergenza semplice, assoluta ed uniforme.

Svolgimento Si tratta di una serie di pontenze centrata in @ = 0. Si osservi che per k — oo
si ha

ag 1:( 111(16)—!-1—&-4’6—\/@) :2k< 1+1+41’I:(k)—1> :lln(k)(l"'o(l))

da cui segue facilmente il raggio di convergenza

1/k n 1/k n 1/k
= n]gl( In(k) + 1+ 4 — @) ~ lim (;1 2(5)(1 —|—0(1))> = lim (1 ék)(l + 0(1))> -

Quindi il raggio di convergenza e e la serie converge semplicemente ed assolutamente in
(—2,2) e uniformemente in [a,b] C (—2,2).

Si vede facilmente che la serie non converge nei punti —2 e 2. Si noti infatti che per x = 2
usando lo sviluppo asintotico fatto all’inizio che

11In(k 1
2" q), = 2’65%(1 +o(1)) = 5 n(k)(1 +o(1) .
che diverge per k£ — oco. In maniera analoga si ve che per z = —2

(-2)%ax = (1) 5 In(k)(1 +0(1))

che non ammette limite per k — +00, quindi non puo convergere.



5) Sia consideri lequazione differenziale del terzo ordine
T — 4 =8t .
1. Determinare la soluzione generale del sistema.

2. Determinare la soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale (0) = £(0) = x(0) = 0.

Svolgimento 1.) Il polinomio caratteristico associato all’equazione ha le seguenti radici
N —dA=AN—4)=0 <= A=0,2,-2
Quindi la soluzione dell’omogenea e
z,(t) = A+ Be* + Ce™

Per calcolare una soluzione particolare procediamo per similitudine osservando che nel teremine
noto ¢ presente una radice del polinomio caratteristico (A = 0) con molteplicita 1:

f(t) =8t =8te"" .
Quindi cerchiamo una soluzione particolare della forma y(t) = t(K;+Kzt). Sotituendo nell’equazione

si ha
8t =Y —4y=0—4(K; +2tK,y) < K, =0, Ky=-1

Quindi la soluzione particolare & y(t) = —t e la soluzione generalde del problema risulta
rg(t) = A+ Be* 4+ Ce 2t — 2
2.) Risolviamo il problema di Cauchy imponendo le condizioni iniziali
2g(0)=A4+B+C=0, i¢(0)=2B—-2C =0, &c(0)=4B+4C—-2=0

da cui si ottiene A = —1/2, B = C' = 1/4 quindi

1
xCauchy(t) = Z(_Q + eZt + €_2t) — t2



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 19 Settembre 2016
Soluzioni

1) Data la funzione
fla) =at +y* +aty

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Trovare massimo e minimo assoluto di f nella regione K := {2% <y < 1}.

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C> definita su R?, quindi possiamo applicare
tutti i risultati che conosciamo per ’analisi dei punti estremali. Imponiamo ’annullamento del
gradiente:

3 3 3
vi= () = (A )= (1) = 0oL ey

Calcoliamo la matrice Hessiana

1222 + 122%y 423
Hf(.’E, y) = ( 43’33 12y2

Si osservi che

Hp(£V2,-1) = ( 140\/5 ig/é ) = det(Hy(£V2,-1)) = -18 <0

Quindi i punti (++/2,—1) sono di sella. Invece si oservi che H(0,0) = 0 & la matrice nulla.
Si puod dedurre che (0,0)¢ un punto di minimo osservando che

fley) =y +2'1+y) >0, y>-1

dato che il semipiano y > —1 contiene (0, 0) si deduce che (0, 0)& un punto di minimo relativo.

2.) L’insieme K & chiuso e limitato, quindi per il Teorema di Weierstrass la funzione ammette
in K massimo e minimo assoluto. Il punto (0,0) si trova sulla frontiera di K. Confronteremo
questo punto con gli estremi della funzione vincolati alla frontiera di K che ¢ una curva regolare
a tratti formata dalle curve

n={y=2>,-1<z<1} , p={y=1,-1<z<1} ,

con due punti singolari
(-1,1), (1,1) .

Studiamo le restizioni di f sulle curve e confronteremo gli eventuali punti estremali trovati con
i valori assunti dalla funzione sui tre punti singolari.

In tal caso si ha

hi(z) = f(z,y) I =2 +2+2*, —1<a<1.
Si osservi che la derivata prima di hy per « € [—1,1] & sempre negativa

R (x) = 8z7 + 62° + 42 = 223 (42t + 327 4 2) .



Dato che (4z* + 322 + 2) non si annulla mai, gli zeri ed il segno della derivata prima di h;
dipendono esclusivamente dal termine x3. Si vede chiaramente che z = 0 (quindi y = 0) ¢ un
punto di minimo relativo (che avevamo gia trovato prima dall’analisi degli estremi liberi di f.
Quindi f presenta un minimo relativo sul vincolo 1 nel punto (0,0). In particolare f(0,0) =0

In tal caso si ha
hao(a) = f(z,y) e =220 +1 , ~1<z<1.

Non & necessario derivare ho in quanto sappiamo che questa funzione ha un solo punto estremale
che si trova in x = 0 (y = 1)e si tratta di un minimo relativo. Quindi f presenta un minimo
relativo sul vincolo 72 nel punto (0, 1). In particolare f(0,1) =1

Infine per determinare max e min assoluti andiamo a confrontare i risultati ottenuti con i
valori assunti dalla funzione sui punti singolari del vincolo:

f(=1,1)=3= f(1,1) .

Quindi (1,1) e (—1,1) sono punti di massimo assoluto e (0,0) & un minimo assoluto.



2) Data la forma differenziale

o —Y : z
w = <$2 oy +ewyy> dz + <x2 v +ewy3;> dy ,

determinare, motivando le risposte, l’integrale fv w dove v & la spezzata che unisce © punti (0, —1),
(1,0) e (0,1).

Svolgimento. La forma differenziale w si puo scomporre come somma di due forme differen-
ziali w = wy + we dove

T x — -y z
w1 .—eyydx+€yxdy y W = (M) dl""(M) dy,

La forma differenziale w; ¢ definita su tutto R2. Si verifica facilmente che & chiusa e che ¢ esatta.
Una sua primitiva & la funzione fi(x,y) = e*V.

Al contrario la forma wy, definita su R? \ {(0,0)} & il ben noto esempio di forma chiusa ma
non esatta.

Per il calcolo dell’integra si osservi che

/Ww/7w1+/vw2f1(0a1)f1(0,1)+/7w2/7w2

in quanto f1(0,1) = f(0,—1) = 1. Per quanto riguarda 1'ultimo integrale struttiamo l'invarianza
omotopica di ws, in quanto chiusa:

AWQ /ﬂm . B(t) = ( oo ) L te[-n/2,7/2

Si noti infatti che v(0) = B(—7/2) e v(1) = B(7/2) e che si trovano tutte e due nella stessa
parte si semipiano x > 0. Quindi si trova facilmente un insieme semplicemente connesso che le
contiene, quindi sono omotope. In conclusione si vede facilmente che |, w1 = . In conclusione

/w:ﬂ'
~




3) Calcolare lintegrale

1 1 )
/ dz/ dy (ey + sin®(z) arctan(y)) .
-1 |z

Svolgimenzto. Il dominio di integrazione ¢ simmetrico rispetto allo scambio x — —z. Mentre la
funzione e¥ & pari rispetto all « la funzione sin®(z) arctan(y) ¢ dispari. Quindi

1 1 , 1 1 , 1 1 )
/ da:/ dy (ey + sin®(z) arctan(y)) :/ de | dye? = 2/ dx/ dye¥ .
-1 |z -1 || 0 T

Per calcolare I'integrale osservimo che non e possibile esprimere una primitiva di e¥ in termini
di funzioni elementari. Osserviamo pero che il dominio & semplice anche rispetto alla variavile

Quindi
1 1 2 1 Y 2 1 2 21
2/ dx/ dy e :2/ dy/ dx e¥ :2/ dyeyy:{ey] =e—1
0 x 0 0 0 0

In conclusione

1 1
/ dx/ dy (eyz + sin®(z) arctan(y)) =e—1.
-1 |z




4) Dato il campo vettoriale F= (22, 2y, 2x) calcolare il flusso F attraverso la surperficie S di
equazione z = In(z% +y? + 1) con 0 < z < In(5) orientata in modo tale che la terza componente
del vettore normale sia positiva.

Svolgimento. L’idea ¢ di calcolare il flusso del campo utilizzando il teorema della divergenza.
Infatti osservado la definizione della superficie S, il dominio di integrazione della divergenza risul-
tera simmetrico rispetto allo scmabio © — —x e y — —y mentre divF = 4z funzione dispari
rispetto alla x. Di conseguenza il contributo della divergenza sara zero.

Cid premesso la superficie S in forma parametrica & S(t,s) = S con 0 <
In(t? + s+ 1)
t2 4+ s2 < 4. 11 vettore normale risulta

1 0 o9t

2ts2+1

atS = 0 , 3SS = 1 , NS(t, S) = &S/\ &S = _2524-257624-1
2t 2

che ¢ coerente con l'orientazione richiesta. Quindi, in base a tale orientazione, il flusso entrante

del campo.
Per applicare il teorema della divergenza chiudiamo la superficie con il disco di raggio 2
t
di equazioni parametriche D(t,s) = S con 0 < 2 4+ s2 < 4. 1l vettore normale alla
In(5)
0
superficie & pari a Np(t,s) = 0 |, per cui per poter applicare il teorema della divergenza
1

prenderemo il 'orientazione opposta di D. Per il teorema della divergenza abbiamo

o(F)sup- = 6(F)s — o(F)p = / div(F) = 0
0<In(z?24+y?+1)<z ,0<z<In(5)
Da cui
¢(F)s = ¢(F)p = / F(t,s,In(5)) - Np(t,s)dtds = In(5) / sdtds =0
0<t2+4s2<4 0<t2+s2<4



5) Data la serie

e 2

n<e”
—(z—4)" eR
;n3e"—5n6(x ) v

studiarne la convergenza semplice, assoluta ed uniforme. Motivare le Tisposte.

Svolgimento Si tratta di una serie di potenze centrata in x = 4. Calcoliamo il raggio di

convergenza. Posto

n2e” 1

f(n) = -

n3e” —5nb  n — Hnien

determiniamo il raggio di convergenza calcolando il limite

1/n
— lim (1(1 + 0(1))) (1+40(1)) =1

Quindi il raggio di convergenza & .

Quindi si ha convergenza assoluta, quindi anche semplice, nell’intervallo (3,5) e
convergenza uniforme in ogni intervallo chiuso [a,b] C (3,5).

Studiamo la convergesa della serie nei punti di frontiera x = 5,3. Per x = 5 la serie diventa

S pmr = ——— = L))

n—b5nte ™ n

che per confronto asintotico con la serie armonica 1/n non converge. In maniera analoga per

r = 3 si ha 1y
> s (-1 = Y

n — bnte—"
una serie a termini di segno alterno che non converge assolutamente in quanto asintotica alla

srie armonica. Studiamo la convergenza semplice applicando Leibniz. Chiaramente f(n) — 0.
Studiamo la monotonia derivando la funzione f(x):

1—20z3e~7 + 5nte
(x — 5xte~™)?2

f'(x) =

Il segno della derivata prima dipende esclusivamente dal numeratore. Si osservi che per x — 400
si ha che il numeratore tende a —1. Da questo segue che f(k) & definitivamente descrescente.
Quindi, per Leibinz, la serie converge semplicemente in = = 3.



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica - 23 Giugno 2016
Soluzioni

1) Data la funzione
f(z) =2y + 8yz? — 8y

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Trovare massimo e minimo assoluto di f nella regione K := {z? +y* < 1}.

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C>°(R?), quindi possiamo applicare tutti i risultati
che conosciamo per l'analisi dei punti estremali. Imponiamo "annullamento del gradiente:

vf:(GyQiGg;—zz):(g) = (Oki/a{g)

Calcoliamo la matrice Hessiana
16y 16z
Hy(z,y) < 160 12y ) :
Quindi

32y 0

: 0 416

Hf(o,iz/\/§)=< oﬁ i24y> , Hf(i170)=<i16 0 ) .
V3

Da cui segue che (0,2/v/3) ¢ un minimo relativo, mentre (0, —2/+/3) ¢ un massimo relativo;
mentre i punti (+1,0) sono di sella in quanto il determinante & negativo.

2.) Si osservi che l'insiem K & chiuso e limitato, quindi per il Teorema di Weierstrass la
funzione ammette in K massimo e minimo assoluto. Abbiamo gia osservato che f non ha max
e min relativi su R?. Si osservi che i punti (0,42/+/3) che sono di massimo e minimo relativo
non ricadono all’interno di K. Vediamo cosa accade sulla frontiera 0K di K: z? +y?> =1. 1l
comportamento della funzione sulla frontiera si ottiene osservando che 22 = 1—y2? con —1 <y < 1
che sostituita nella nella unzione da

F1OK =2y° +8y(1 —y®) =8y =—6y° , —1<y<1.

Chiaramente —6y° & decrescente in [—1,1], quindi in —1 avremo un massimo mentre in 1 avremo
un minimo. Quindi (0, —1) & di massimo sulla frontiera, mentre (0,1) in minimo sulla frontiera
in particolare

f(O0,-1)=6 , f(0,1)=—-6.

da cui segue che il massimo assoluto ¢ il punto (0, —1) mentre il minimo assoluto ¢ il punto
(0,1).



2) Data la forma differenziale
wi = (1 + zy) dr + (2™ + 1) dy

1. Dire, motivando le risposte, se w1 € una forma differenziale esatta e, in caso affermativo,
calcolarne una primitiva.

2. Data la forma differenziale
Wy i= (2 4+ 1)e™ (1 4+ zy) de + (1 — 2)(2%e™ + 1) dy + 2y(z — 1)dz
t3
calcolare lintegrale f7 wy dove v € la curva y(t) := | e'=D —1 | pertec]o,1].
0

Svolgimento 1.) Osservando che il dominio di w; ¢ R?, quindi semplicemente connesso, e
che wy verifica le condizioni di chiusura

Oyai(x,y) = 0ye™ (1 + ay) = ™ (22 + ny) = 830(;1026” +1) = dpas(z,y) ,

(dove a; ed asy indicano le due componenti di wy) si ha che w; & esatta. Calcolimo un primitiva
f imponendo

Oyf = as(z,y) = (xQe“y +1) = flz,y) =ze™ +y+ h(z)

O f = €™ + aye™ + 0.h = a1(z,y) = ™V + zye™ = h(x) = cost .

Scegliendo h = 0, una primitiva di w; &

| f(2,y) = we™ +y .|

2.) Si osservi che la forma ws non verifica le condizioni di chiusura su R3. Tuttavia la curva
su cui dobbiamo integrare la forma differenziale giace sul piano z = 0 e qunidi

/wgz/wl
v B
t3

dove beta ¢ la curva (t) := < Q16 _ 1 ) per t € [0,1]. Per cui dato che w; & esatta si ha

/ﬁwl — F(B) = FBO) =1~ (e—1) =2—¢




3) Calcolare lintegrale

2y2
/ Y 62 dxdy ,
D X

, 0<ua}.

8N

1
dove D:={r<y<2x, : <y<
Svolgimento Eseguiamo un seguente cambiamento di variabile per riscrivere il dominio di in-

tegrazione in forma normale:
v

u=4, 1<u<2, r=,/7
vi=zy, 1<v<2 y = \/uv

Dove si e scelto la determinazione positiva della radice in quanto x,y > 0 nell’insieme D. Per
completare il cambio di variabile nell'integrazione calcoliamo il modulo del determinate della

matrice Jacobiana J(x,y):

J(u,v) = <_1\/\/; 27&) = |det(J(u,v)| = —i_i :i.

Quindi sostituendo ed integrando per parti

y?
/ye dxdyf/ du/ dvu’e /du/ dvue"”
:f/ du[e“”]%:f/ du (e** — e*)
2 /h 1

2
{62“ e } et 32 e
4 1

21, 4 4 2

Quindi

2y2

yee e
dedy =S - 22 1 &
L)ﬁ =TT T




4) Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (22y, %25 — ya?, 222) attraverso la surperficie
S di equazione z = (m2 + y2) con 0 < z < 1 orientata in modo tale che la terza componente del
vettore normale sia positiva.

Svolgimento. La superficie S € un paraboloide di rotazione. Per calcolare il flusso di F
attraverso S, applichiamo il teorema della della divergenza: chiudiamo il parboloide S con la
superficie S; definita dall’equazione z = 1, 0 < 22 + y? < 1 in modo da ottenere una superficie
chiusa S'U S;. Ora il teorema della divergenza afferma che il flusso ¢(sy 51)+(f ) del campo F

—

uscente dalla superficie S U S; € uguale all’integrale della divergenza div(F') integrata all’interno
del solido V :={0 <2< 1, 0 < a2?+%? < z} la cui frontiera & SUS;. Dove (SUS;)" & orientata
in modo tale che il vettore normale sia diretto verso ’esterno della superficie. In particolare

¢(SU51)+(ﬁ) = ¢+ (F) + Dst (F)

dove ST ¢ la superficie orientata in modo tale che il vettore normale sia diretto verso ’esterno
i.e. la terza componente & negativa; S;" é orientata il modo che la terza componente & positiva.
Ora si osservi che

divF = 2xy + 6y°2° — 2% + 22 = 2xy + 6y°2°

¢ una funzione dispari nelle variabili x,y ed il dominio di integrazione V & simmetrico rispetto
allo scambio x — —z e y — —y. Di conseguenza

[ dv(F) = 0= 054 (F) + 65, (F) = 651(F) = o5, (F)
Quindi il flusso richiesto nel problema & dato dalla relazione
s (F) = —ps+ (F) = ¢+ (F)

1l versore normale ad S; & il vettore (0,0, 1) quindi

— 1 27 1 27 1— 92
¢s, (F) = / 2idrdy = / dpp | dBp® cos®(0) = = goleos20)
2=1,0<z2+y2<1 0 0 4 0 2 4




5) Data la serie

= [In(k+1) — In(k) o) .
,;( ) @0 e

studiarne la convergenza semplice, assoluta ed uniforme. Motivare le Tisposte.

Svolgimento Possiamo studiare la serie come una serie di potenze ponendo y = z> — 9;
dopodiché otteniamo i risultati in funzione della x usando la relazione x = Jy + 9.

Posto

- (22555 - (23

determiniamo il raggio di convergenza calcolando il limite

1/k
Lt ) =t (s ) (o) =1

Quindi la serie converge semplicemente ed assolutamente in y € (—1,1) e uniformemente in
[a,b] C (—1,1).
Per la serie diventa Y-, f(k). Osservando che per k — +o0
(1+1/k) 1

In
k) = S = s e(n)

Allora per confronto asintotico con la serie 1/(k1n(k)) si ha che in y = 1 la serie non converge.
Per la serie diventa > p; f(k)(—1)* ossia una serie a termini di segno alterno. Si
osservi che imy_yin ey £ (k) = Ump_yin ey ﬁ(k)(l +0(1)) =0 e che
In(z) In(l4z)

d 1+x x
- =t T 0, z>2.
0= v

Ossia f(k) ¢ una successione decresente. Quindi per il teorema di Leibniz si ha convergenza
semplice (non assoluta) in y = —1.

Ritornando alla variabile x si ha:
e convergenza assoluta nell'intervallo z € (2, v/10);
e convergenza semplice nell’intervallo z € (2, v/10];

e convergenza uniforme in ogni intervallo chiuso [a,b] C (2, v/10].



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 26 Giugno 2017

1) Data la funzione
fla) = a® +y* + 2%y +y°

1. Determinare e classificare gli estremi liberi della funzione.
2. Determinari estremi della funzione nella regione E := {y? + 2® < 1}.

Svolgimento 1.) Si tratta di una funzione C°°(R?), quindi possiamo applicare tutti i risultati
che conosciamo per l'analisi dei punti estremali. Imponiamo ’annullamento del gradiente:

V= 2z + 2xy B 22(1+y) (0
T\ 2yt +3y2 ) T\ 2y+a?+3y2 )\ 0 )
Dalla prima equazione otteniamo come soluzioni x = 0 e y = —1. Sostituendo = 0 nella
seconda si ottiene:

2 +3y° =0 <= y(2+3y)=0 <= y=0, y=—2/3
Quindi abbiamo i seguenti punti critici
(050) ) (07_2/3)

Sostituento y = —1 nella seconda equazione si ottiene —2 + 22 + 3 = 0 che non ammette
soluzione. Quindi gli unici punti critici della funzione sono quelli sopra indicati. Calcoliamo la

matrice Hessiana
242 2
Hy(z,y) = ( % 246y )

H(0,0) = ( (2) g ) » Hp(0,-2/3) = ( 263 92 )

da cui si deduce che (0,0) & un minimo relativo in quanto gli autovalori della matrice sono
positivi mentre il punto (0,—2/3) ¢ un punto di sella in quanto la matrice Hessiana ha due
autovalori di segno opposto quindi non & definita.

Quindi

2.) L’insieme E & chiuso e limitato ed f & chiaramente continua. Per il teorema di Weierstrass
f avra nell’insieme E massimo e minimo assoluto F. Dobbiamo solo studiare il comportamento
f sulla frontiera OF di E in quanto abbiamo gia osservato che f nella parte interna di E ha solo
un minimo relativo nel punto (0, 0).

Possiamo applicare due metodi. Moltiplicatori di Lagrange. Cominciamo osservando che
il vincolo F = {22 + y?> — 1 = 0} @ regolare in quanto il gradiente della funzione g(z,y) =
22 + 3% — 1 non si annulla mai su E. Definiamo la funzione di Lagrange

L@y, N =2 +y* + 2%y +y° - A@® +y° - 1)

ed imponiamo "annullamento del gradiente di .Z":

2z + 2zy — 2)\x 2e(1+y—A) 0
VYL = 2y+22+3y*—2\y 2y +x2+3y2—2\y | = 0
22 +y? -1 22 4+y? -1 0



Dalla prima equazione si ha x =0 e y = A — 1. Sostituendo x = 0 nella terza equazioni si ottiene
y = £1. Sostituendo nella seconda equazione si ha

243-22 =0 <= A=5/2 , —2434+2X\=0 < A=-1/2
Quindi i punti (0,1) e (0,—1) sono punti critici della funzione sul vincolo.

Imponiamo ora ’altra soluzione della prima equazione:y = A — 1. Sostituendola nella seconda
equazione si ha

20—+ 22+30 12 -20XA—1)=0 <= 22 =\ —1)(-2-3A— 1) +2)\) = —(A — 1)?

che ammette come unica possibile soluzione A =1 e x = 0. Da cui si deduce che y = 0 ma questa
soluzione non & compatibile con il vincolo (terza equazione) x? + y? = 1. Quindi gli unici punti
critici sul vincolo sono i punti (0,1) e (0, —1). In conclusione per determinare il massimo ed il
minimo assoluto della funzione su E calcoliamo la funzione in (0,0) e nei punti critici di f su
OFE appena trovati:

f(0,0) =0, f(071) =2, f(07_1) =0

Quindi (0,1) & un punto di max assoluto mentre i punti (0,0) e (0,—1) sono di minimo
assoluto.
Secondo metodo (pilu veloce). Si osservi che la funzione f(x) ristretta al vincolo diventa

9(y) = free(y) = (y+1), —1<y<1

Chiaramente y+1 e strettamente crescente quindi ha minimo e massimo negli estremi dell’intervallo
di definizione y = —1, y = 1 rispettivamente, cui corrispondono, i punti (0,—1) e (0,1) sul 9F.
Da qui in poi ’esercizio prosegue come prima.



2) Data la forma differenziale

22y

poR] dr + 2yzIn(z® +1)dy + y*In(2® +1)dz

a) Dire se la forma é chiusa ed in caso affermativo calcolarne una primitiva.
b) Calcolare gli integrali f% we fw w dove 1 ¢ il segmento che va dal punto (0,1,0) al punto
(1,1,1) mentre v2 ¢ la curva yo(t) := !~ . (1 —¢, 1, 1 —t) per t € [0,1].

Svolgimento a) Si tratta di una forma differenziale di classe C°>°(R?). La forma differenziale
risulta chiusa infatti

2z2y? 4
dyar = 0 xzy T2y

— — 2 —_
VT 2l 0.2yzIn(z* + 1) = Oyas

2 zy? 2xy>
= ar g = 0w’ 1) = duay

D.a3 = 0.2yzIn(2® +1) = 2yIn(2® + 1) = dyy* In(2* + 1) = d,a3

azal = 82,

Dal momento che il dominio di definizione R? & semplicemente connesso la forma differenziale &
esatta. Calcoliamo una primitiva f impondendo che df = w:

2z2y2
241

22y
O.f =
/ 2+ 1

dr +h(y,z) = f(z,y,2) =2y In(a® + 1) + h(y, 2)

< e
Quindi
Oyf = 2zyln(z? + 1) + 0yh = ay = 2yzIn(2x® + 1) = 9yh(y,2) =0 <= h(y,2) = g(z)
Infine
0.f =y’ In(z? + 1)+ 0.9 =a3 = y*In(2? +1) = 0.9(2) =0 <= g(z) = costante

Quindi la funzione

f =2y In(2® +1)

€ una primitiva di w.
b) Per calcolare gli integrali curvilinei & a questo punto sufficiente valutare la primitiva sugli
estremi delle due curve:

/ w=f(m()) = f(n(0) = f(1,1,1) = £(0,1,0) = In(2) — 0 = In(2)
Mentre

/ w= f(1(1) — F(12(0)) = £(0,1,0) — f(1,1,1) =0 — In(2) = — In(2)



3) Si consideri la superficie S = {(x,y,2) € R® | 22 + 22 +4y*> =1, y > 0}. Calcolare il

flusso del campo vettoriale F = (222,22, 2%) attraverso la superficie S orientata in modo che la

seconda componenete del vettore normale sia positiva.

Svolgimento Vogliamo applicare il teorema della divergenza. A tal proposito consideriamo la
superficie chiusa

Y:=DUS , D:={(z,y,2) eR}|0<a?+22<1, y=0}
ottenuta undendo ad S il disco D ed il cui vettore normale &

= Np(z,y,2z) (z,y,2)z€ D
N — R ) 3 ) )
w2 { Ns(@,y.2) (@y.2)z €8

Il teorema della divergenza afferma che

/V(Z)divﬁ(x,y,z)dmdydz:/Z<ﬁ,ﬁg>:/D<ﬁ,ﬁD>+/S<ﬁ,ﬁs>

dove ]\72, quindi Np e J\_fs, deve essere orientato in nel verso uscente dalla superficie, mentre
V(Z)={(2,y,2) €R? | 0 < 2?4+ 22+4y?> <1, 0 < y}. Siosservi che la divergenza del campo

divF = 222 + 2z

¢ una funzione dispari rispetto allo scambio z — —z e che il dominio di integrazione V (X) risulta
simmetrico rispetto allo scambio z — —z. Di conseguenza

/V(Z)divf(x,y,z)dxdydzzoz/Z<ﬁ,ﬁg>:/[)<ﬁ7ﬁp>+/9<ﬁ,ﬁg>
/9<F,NS>:—/D<13,ND>

Quindi per calcolare il flusso di F attraverso S sard sufficiente calcolare il flusso del campo
attraverso il disco D (con gli orientamenti giusti). Scriviamo D in forma parametrica

x
D=0 | .,0<z2’+4*°<1
z
1 0
i vettori tangenti saranno 0, D = 0 |,d.D= 0 il vettore normale (orientato in modo
0 1
tale che Np ed Ng escano dalla superficie X = DU S ¢
0
Np=0,DnNo,.D=—1] 1
0

Per quanto riguarda Ng si osservi che l'orientamento richieto dal problema (seconda componente
positiva) ¢ tale che Np ed Ng escono dalla superficie. Quindi

1 2
/<ﬁ, 1\75> - f/ <13 ND> f/ f:zzda:dy:/ dp/ d6p* cos(0) = ~
s D 0<z2+422<1 0 0 4



4) Data la serie

o0

Z(e’”%—ek) (x —4)% r€eR

k=1

studiare la convergenza semplice, assoluta ed uniforme.

Svolgimento Si tratta di una serie di pontenze centrata in x = 4. Si osservi che per k — oo
si ha
k+4 k k(4 e*
ay = (e F—e ) =e (ef —1) = ?(14—0(1))
da cui segue facilmente il raggio di convergenza
1/k

1_ i (4 - ek)l/k ~lim (e:a + 0(1)))1/k =lime <]1€<1 + 0(1))) —e

r

Quindi il raggio di convergenza & e la serie converge semplicemente ed assolutamente
in (4—1/e,4+ 1/e) e uniformemente in ogni [a,b] C (4 —1/e,4 4 1/e).

Dallo sviluppo asintotico di ay, si vede facilmente che la serie non converge in|xz =4+ 1/e|.
Si noti infatti che per x = 4 + 1/e usando lo sviluppo asintotico fatto all’inizio si ha
k

ax - (44 1/e—4)F = (1 +o(1))eik . %(1 +o(1))

che si comporta come alla serie armonica. Quindi per confronto asintotico la serie non converge
inz=4+1/e.
Per = 4 — 1/e invece si ha:

ag - (4 _ 1/6 _ 4)k _ (_]Jki (ekJr; _ ek) _ (_1)k(el/k _ 1)

si tratta di una serie a termini di segno alterno. Posto f(k) := (e!/* — 1) si vede che f(k) — 0
per k — 4o00. Inoltre

ossia f(k) & decrescente,quindi per Leibniz la serie converge per z =4 — 1/e.



5) Si consideri lequaione differenziale
Z(t) + 42(t) + bx(t) = sin(t)
a) Trovare la soluzione generale dell’equazione e risolvere il problema di Cauchy condato in-
iziale £(0) = z(0) = 0.

b) Trovare la soluzione generale dell’equazione Z(t) + 4x(t) + bx(t) = sin(t) + 1
Svolgimento a.) Il polinomio caratteristico associato all’equazione ha le seguenti radici
MN4dA4+5=0 <= A=—-2+V-1=-2+i-2—i

Quindi la soluzione dell’omogenea &
z,(t) = Ae ' sin(t) + Be 2 cos(t)

Per calcolare una soluzione particolare procediamo per similitudine osservando che 7 non ¢ radice
del polinomio caratteristico; cerchiamo quindi una soluzione particolare del tipo

y(t) = K sin(t) + Kz cos(t).
Sostituendo nell’equazione si ha
sin(t) = § + 4y + 5y
= —K;sin(t) — Kz cos(t) + 4K cos(t) — 4Ka sin(t) + 5K sin(t) + 5K cos(t)
=sin(t)(—K; —4K3 + 5K1) + cos(t)(— Ko + 4K1 4+ 5K>)
= sin(t)(—4Ks + 4K1) + cos(t) (4K + 4K>)

da cui
AK) — 4Ky =1, 4Ky + 4K, =0 < Ko = —K; , K1 =1/8 , Ko = —1/8

Quindi la soluzione particolare ¢ y(t) = 1/8(sin(t) — cos(t)) e la soluzione generale &

TGen(t) = 2o(t) +y(t) = Ae " sin(t) + Be ! cos(t) 4+ 1/8(sin(t) — cos(t))
Infine la soluzione del problema di Cauchy si ottiene imponento

2gen(0)=0=B—-1/8 = B=1/8
mentre
FGen(t) = —2Ae™ ! sin(t) + Ae % cos(t) — 2Be™?! cos(t) — Be™*! sin(t) + 1/8(cos(t) + sin(t))
quindi
Tgen(0) =A—-2B+4+1/8=A—-1/8=0 < A=1/8
Quindi la soluzione del problema di Cauchy e
TCauehy(t) = 1/8(e 2 sin(t) + e 2 cos(t) + sin(t) — cos(t))

b) Per calcolare la soluzione generale nel caso in cui il temine noto sia sin(t) 4+ 1 sfruttiamo
la linearita dell’equazione: la soluzione particolare con termine noto sin(t) + 1 si ottiene dalla
somma della soluzione particolare con termine noto sin(t) (che gia conosciamo) pit la soluzione
particolare con termine noto f(t) = 1. Quest’ultima la cerchiamo della forma (¢) = K in quanto
0 non ¢ radice del polinomio caratteristico: Sostituento § nell‘equazione si ottiene K = 1/5.
Quindi la soluzione generale con termine noto sin(t) + 1 & la funzione

FGen(t) = Ae ! sin(t) + Be 2! cos(t) + 1/8(sin(t) — cos(t)) +1/5



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 5 Settembre 2018

1) Sia
fa,y) = { ye T () £(0,0)
0 , (z,y) =(0,0)

1. Studiare continuita, derivabilita e differenziabilita nel dominio di definizione;
2. Calcolare, se esistono, le derivate direzionali in (0,0);
3. Scrivere, se esiste, l'equazione del piano tangente in (0, 1).

Svolgimento. 1) Per (x,y) # (0,0) la funzione é di classe C* in quanto composizione, rapporto
e prodotto di funzioni C*°. Si noti in particolare che per (z,y) # (0,0) si ha

2 2

oy oy 2y21’2
1‘2+y2 aq , — 12+’y2 1 _
e ) Jf(x y) € ( (SUQ + yQ)Q)

23z

O f(,y) = @47

Quindi 'unico punto in cui studiare la funzione ¢ ’origine.

Continuita - Conviene riscrivere la funzione in coordinate polari in quanto al denominatore
& presente una potenza della distanza dall’origine:
y2
——Z— coo.pol. . _sin?
flx,y) =ye @+ 2L psinge s Y
da cui si deduce che la funzione & continua in (0,0). Infatti per (z,y) — (0,0) si ha

£ (@, y) = psinfe 0 < p 300

uniformemente in 6.
Derivabilita - Studiamo D'esistenza delle derivate parziali:

z—0 x—0 7 y=0 y—0 y—0 gy e
Quindi f & derivabile in (0,0) e Vf(0,0) = ( 196
Differenziabilita -
_ _ x 2 s
fen) =100 - (V00 () | oHr e o
(x2 —|—y2)1/2 - (x2 —|—y2)1/2 T e (a:2—|—y2)1/2

12

_ Yy ez2+y2 -1 coo;poL 1

cos? 0
= gi(:ﬁ2+y2)l/2 inf(e -1 A0.

Quindi la funzione non & differenziabile in (0, 0).



2) Non essendo differenziabile in (0,0) andiamo a vedere V’esistenza delle derivate direzionali

direttamente dall definizione: si v = ( Zl ) un versore generico si ha
2
tzvg
tvy, tvs) — £(0,0 tuge t2(vitv3)
lim f(tv, tva) — 1(0,0) T A Ug@‘”g = Dzf(0,0) = vy e
t—0 t t—0 t

ossia f ammette in (0,0) derivate direzionali pur non essendo differenziabile. Si osservi che in
questo caso (Vf(0,0),7) # Dzf(0,0).
3) Essendo differenziaile in (0, 1) esiste in piano tangente e si ha

2= f(0,1) + fo(0, D)z + f,(0, 1)y — 1) =e P +et(y—1).



2) Data la funzione
fla,y) =y’ e —ay
a) Studiare lesistenza e la natura degli estremi liberi della funzione.
b) Studiare gli estremi della funzione nel vincolo K = {(z,y) e R?|0<y <z, 0 <z <1}.

Svolgimento. a) La funzione ¢ di classe C*°. Troviamo i punti critici imponendo I’annullamento

del gradiente
_ [ ylye"=1) N\ _ (0

La prima equazione ha soluzioni y = 0 e y = e~*. Sostituendo y = 0 nella seconda otteniamo
x = 0. Mentre sostituendo y = e~* nella seconda otteniamo z = 2. Quindi abbiamo due punti
critici:

(0,0) , (2,e7?).

Calcoliamo la matrice Hessiana,
2, T x
y°e 2ye” — 1
Hf(fﬁ,y) = ( 2yez -1 2% )
Quindi
0 -1
H(0,0) = 1 9 det(Hf(0,0):—l

da cui segue che (0,0) & un punto di sella. Mentre

-2

quindi Hy(2,e7?) ¢ definita positiva e (2,e7?) & un minimo relativo.

b) Il vincolo ¢ un insieme chiuso e limitato. Per il teorema Weierstrass la funzione a max e
min assoluto in K. Nella parte interna di K abbiamo gia studiato la funzione e visto che non
ci sono estremi liberi. Studiamo la funzione sulla frontiera. La frontiera 0K di K e formata
dall’unione di due curve 0K = y; Uy, U3 dove
Ora la restrizione della funzione sulla prima curva e costante

Flon=f@,0)=0, ze0,1].
Mentre
flr=FfLy) =ye—y,yel01]
e si osservi che f'(1,y) =2ye—1>0 <= y > 1/2e. Quindi y = 1/(2e) & un minimo relativo
di f(1,y) per y € [0,1]. Infine

s = flz,x) =2%" —a® =2®(e” — 1), € [0,1]

da cui

fl(x,2) =2z(e* —1) + 2% =22 —1+2%) >0, Vo €[0,1]
ossia la funzione € strettamente crescente nell’intervallo e assume il valore minimo in z = 0 ed il
massimo in = 1. Confrontanto i risultati ottenuti si ha

F0)=0, x€[0,1] 5 f11/@) =7 5 fL)=c-1

da cui segue che (1,1/(2¢)) & il minimo assoluto della funzione ristretta a K e che (1,1) & il
minimo assoluto della funzione ristretta a K. O



8) Data la forma differenziale

222y
2222 +1

2222y 2 9
a) Dire se la forma é chiusa ed in caso affermativo calcolarne una primitiva.

b) Calcolare gli integrali f% we fw w dove 1 ¢ il segmento che va dal punto (0,1,0) al punto
(1,1,1) mentre v3 ¢ la curva yo(t) := =8 . (1 —¢, 1, 1 —t) per t € [0,1].

Svolgimento. 11 dominio di w & tutto R3. La forma differenziale & chiusa

222 2x22y
_ 2.2 _ _ -
Oras = O In(z°2° + 1) = peoe e ey Oyas ;
222y dxzy 222y
8@ = az = = Uz = az )
4 222241 (22224 1)2 2222+ 1 “
222 222
dyaz =0 T2y A 0, 111(91722;2 +1)=0.as;

Y222 41 222241
quindi, essendo il dominio semplicemente connesso, & anche esatta. Calcoliamo una primitiva f:

2x22
222 4+1

2122y

o dz + h(y, z) = yIn(2?22+1)+h(y, 2) .

0o f (2, 2) = ar(,y,2) = = fley ) =y /

Imponiamo la seconda equazione su f
(2?22 +1)+0yh(y, 2) = 0, f(z,y, 2) = aa(z,y, 2) = In(x?2°+1) = 9yh(y,2) =0 = h(y,z) = g(2) .
Imponiamo infine la terza equazione:

9(z) = 0. f( ) = as( )—7296%@ 9(z) = cost
+ 0,9(% L f(x,y, 2 as(x,y, z = g(z cos
0 0 Yy 3(z,y 5,71 1

2y za?
2222 +1

Quindi una primitiva di w & la funzione

’f(:v,y, 2) = yln(xz?2? +1) ‘

Infine conoscendo la primitiva si ha

/ w=f(1,1,1) — £(0,1,0) = In(2)

mentre

/ w=f(0,1,0) — f(1,1,1) = — In(2)



4) Calcolare il sequente integrale improprio

/ x? arctf)an(y) drdy
D Y

dove D :={(z,y) eR* | 0 <y < /|z| , |z| <1}

Svolgimento. Si tratta di un integrale improprio in quanto il denominatore della funzione inte-
granda si annulla per y = 0. Vista la funzione integranda conviene descrivere 'insieme come un
insieme semplice rispetto alla variabile z. Si noti che

D={(z,y) eR*|0<y<1,y*<|z[<1}.

La funzione integranda ¢é positiva nell’insieme di integrazione. Quindi per studiare Quindi per
studiare l'integrale in senso improprio consideriamo

2
x~ arctan
/ 75@)651‘61.0 , De={(z,y) eR? |e<y <1, y? <[z <1}
D. Yy
con € > 0. L’insieme D, & simmetrico rispetto all scambio x — —z mentre la funzione integranda
¢ pari, quindi

2 2
t t
/ xmz,san(y)dmdy:?/ ”dey, DLi={(a,y) R |e <y <1, 4P <z <1},
D, D

’
€

Ossia

/ 2 arctSan(y) dndy = 2 /1 oy arctasn(y) /1 o
D, Y e Y y

2

2 [t 2 ! 2 !
:,/ dy%;(y)<1_y6):,/ dy%;(y)_,/ dy y arctan(y) .
3 Je Yy e y 3 Je

arctan(y)
5

A questo punto si vede che il valore dell’integrale & 4+oo. Infatti la funzione non e

integrabile in 0 in quanto %ﬁ(y) =y~ 4(1 +o(1) per y — 0F. Mentre la funzione y arctan(y) &
chiaramente integrabile in 0 e da un contributo finito all’integrale. In particolare

y? arctan(y) |1 1/1 y?
e 2 ). 1442

1
lim / dy yarctan(y) = lim
g

e—0+ e—0+ 2
2 1
t 3 1
=g (W)Y ctan ) = 2T L
em0F 2 2 . 8 2



5) Trovare la soluzione generale del sistema di equazioni differenziali
S (1 =2 o (1
T=A7+ f(t) A._<O _1>,f(t)—<0>-

Svolgimento. Calcoliamo prima la soluzione generale dell’omogenea. Si osservi che la matrice A
¢ diagonalizzabile con autovalori e autovettori determinati dalle equazioni:

o0 (3)=(8) = (1 2)(5)~
won(3)=(8) = (3 3)(5)(8) memroomn

Quindi all’autovalore A; = 1 corrisponde 'autovettore v7 = < > mentre a Ay = —1 corrisponde

(1—/\)(—1—)\)20 = /\1217 /\22—1,

o

> =a=1,b=0,

o O

0

l'autovettore vy = ( ) La generica soluzione dell’omogenea &

1
Tom (t) = Ae'i] + Be v

Per calcolare la soluzione particolare calcoliamo le soluzioni ausiliarie dell’omogeneaa definite
dalle condizioni

Da cui si vede che la prima soluzione ¢ soddisfatta per B = 0 ed A = 1. Mentre la seconda &
soddisfatta per A =1/2 ¢ B = —1/2. Quindi

1 L

Taus(t) = €03 T, (1) = (€'l +e'03)

Una soluzione particolare dell’equazione generale ¢ data dalla relazione

ii(t) = / (Tt — $)1(5) + st — ) o(5))ds = / T (t — 5)ds

[ (emren(d)

da cui segue che la soluzione generale &

| Zgen(t) = Fom (1) + 7(t) = € (A+ 1)05 + Be™ 03 — v .




Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 7 Lulgio 2018

1) Data la funzione
fla,y) =2 +y' —a'y® =7

a) Studiare lesistenza e la natura degli estremi liberi della funzione.

b) Trovare il massimo ed il mnimo assoluto della funzione nella regione

K:={0<z<y,0<y<1}

Svolgimento. a) La funzione ¢ di classe C*°. Troviamo i punti critici imponendo I’annullamento

del gradiente
4a3 — 4a3y? 423 (1 — y?) 0
Vf(x,y) - < 4y3 _ 2$4y - 2y(2y2 _ .174) - 0 .
La prima equazione ha soluzioni x = 0 e y = 1. Sostituendo x = 0 nella seconda otteniamo
y = 0. Mentre sostituendo y = 1 nella seconda otteniamo x = ++v/2. Quindi abbiamo cinque
punti critici:

(0,0) , (£v2,1) , (£v2,-1).
Calcoliamo la matrice Hessiana

1222(1 — y?) —8z3y
Hf(CE,y) = ( —(81'3y 12y2 _ 2.734

Quindi

0 +8(2)3/4

Hy(V2,41) = < +£8(2)3/4 124

) det(Hp(£V/2, £1) = —64(2)*/2

da cui segue che is quattro punti (£v/2,1), (+v/2, —1) sono punti di sella. Mentre

H(0,0) = (8 8) .

Per vedere se si tratta di una punto di minimo o di sella si osservi che
fla,y) = f0,0) =2t +y* —aly® =2’ (1 —y) + 4" 20 = 21—y >y

e questo ¢ verificato se |y| < 1. Ossia f(z,y) — f(0,0) > 0 nella striscia |y| < 1 che contiene
Porigine. Quindi (0,0) & un minimo relativo.

b) Il vincolo & un insieme chiuso e limitato. Per il teorema Weierstrass la funzione a max e
min assoluto in K. Nella parte interna di K abbiamo gia studiato la funzione e visto che non
ci sono estremi liberi ((0,0) cade sulla frontiera di K). Studiamo la funzione sulla frontiera. La
frontiera 0K di K ¢ formata dall’'unione di due curve 0K = y; U~ U y3 dove

Nn={y=1,0<2<1} , ={r=0,0<y<1}, nm={y=2,0<x<1}.
Ora la restrizione della funzione sulla prima curva e costante

ff%:f(%l):—ﬁa xE[—l,l] .



Mentre
fly=f0y) =y"—7, yel0,1]

che per y € [0, 1] & strettamente crescente. Quindi ha un minimo in y = 0 e un max per y = 1
corrispondenti ai punti (0,0) e (0,1). Infine

flas=flz,z)=22"—2°-7, 2€[0,1]

si osservi che
f(x,2) = 82% — 62° = 22°(4 — 32%) >0 , Yz €[0.1]

Quindi z = 0 e z = 1 sono il minimo ed il max assoluto della funzione lungo s corrispondenti
al punti (0,0) e (1,1). In conclusione si vede che il punto (0,0) é il minimo assoluto della
funzione nel vincolo K e in particolare f(0,0) = —7. Mentre i punti (z,1), per = € [0, 1] sono
massimi assoluti della funzione sul vincolo e f(z,1) = —6. O



2) Data la funzione

attyter
flx,y) = (22 +y?)e (z,y) #0
0 (z,y) = (0,0)

a) Studiare al variare di o > 0 la continuita, la derivabilita e la differenziabilita di f in R2.
b) Calcolare per o = 0 le derivate direzionali nel punto (z,y) = (1,0).

Svolgimento. a) Per (x,y) # (0,0) la funzione é di classe C*° indipendentemente dal parametro
« in quanto composizione e rapporto di funzioni C**°. Quindi "unico punto in cui studiare la
funzione ¢ l'origine.

Continuita - Conviene riscrivere la funzione in coordinate polari in quanto al denominatore
& presente una potenza della distanza dall’origine:

-2 .
$4 —+ y2@$ coo.pol. p2 (p2 COS4 0 -+ sin? Qer cos 9)

— 2(1-a)( 2 COS4 0+ Sil’l2 aepCOSQ
(1‘2 +y2)a p2a p (‘0 )

flz,y) =

da cui si deduce che la funzione & continua in (0,0) per a < 1. Infatti per tali valori di «
per (z,y) — (0,0) si ha

. _ 0
f (2, )] = 9207 (52 cost 6 + sin? geP <o 0)| < p21=a)(p? 4 ep) P20
uniformemente in . Per @ > 1 il limite non esiste e quindi la funzione non ¢ continua. Ad
esempio per a = 1 si osservi che
4 2

. o . e ¥

quindi il limite non esiste.

Derivabilita - Studiamo D'esistenza delle derivate parziali:

L

li =lim — =1
250 z—0 ;1—>mOa:O‘x 250 T A a>3/2

Quindi la derivata parziale in (0,0) rispetto alla z esiste ed & uguale a 0 se o < 3/2. Mentre

SO 100y 2y W10 0 <1

li = lim 2 =
v y—0 v g2y sy A a>1/2

Quindi la derivata parziale in (0,0) rispetto alla y esiste ed € uguale a 0 se @ < 1/2. In conclu-

sione f & derivabile in (0,0) per a < 1/2 e Vf(0,0) = ( 8 )

Derivabilita - Studiamo la differenziabilita per o < 1/2:

fla,y) — £(0,0) — <Vf(070>’< ; >> _

(22 + y2)1/2

zt + y26”” coo.pol. p2 (p2 cos? 0 + sin? Qer cos 9)
x2 4 y2)atl/2 potl

 (
— p1—2a(p2 COS4 0 + Sil’l2 eepCOSG)




che tende a 0 uniformemente in 6 se e solo se & < 1/2. Quindi in conclusione f & differenziabile
in (0,0) se e solo se a < 0.

b) Abbiamo osservato che per (x,y) # (0,0) la funzione ¢ differenziabile quindi Dzf(1,0) =
(Vf(1,0),7). Ora per a =0 si ha

3 2,
i = (Ml ) = viao=( ;)

da cui
Dﬁf(la 0) = 4u



8) Data la forma differenziale

1 2 2xy? — 1
w::ﬂdHLdy

a) Studiare la chiusura e lesattezza di w. Nel caso in cui la forma risulti esatta calcolarne
una primitiva.
b) Calcolare Uintegrale f,yw dove 7y la spezzata (1,—1) — (2,-1) — (2,-2).

Svolgimento. Il dominio di w
Dy ={(x,y) eR?* [t # 00y # 0}

e formato da quttro componenti connesse, la parte interna dei quattro quadranti, ognuna delle
quali e semplicemente connessa. Quindi il dominio, seppur non connesso, ¢ un indieme semplice-
mente connesso. La forma differenziale ¢ chiusa

2zy? — 1 1 2
agEaQ:awL:@:ayﬂ:ayal,
Y x

quindi, essendo il dominio semplicemente connesso, ¢ anche esatta. Calcoliamo una primitiva f:

1 2
o dr + h(y) =In|z| + zy® + h(y)

1+ zy?
T

Do f (2, ) = ar(z,y) = = flay) = /

Per determinare h imponiamo la seconda equazione su f

20y — 1 1 1
22y + 0yh(y) = 0y f(x,y) = az(x,y) = yT =2y — " = 0,h(y) = %

ossia 1
h(y) = —/f + cost = —1In|y| + cost
Y

Scegliendo, per semplicita, cost = 0 otteniamo la primitiva

Fey) =12 4 o2

]

b) Si ossevi che il sostegno della curva « si trova nella quarto quadrante (z > 0,y < 0).
L’integrale ¢ dato da

/w:f(Q,—z)—f(1,—1)=8—1=7



4) Calcolare lintegrale
222 + 32

/D $2+y2

dove D :={(z,y) eR? |1 <2?+y?, 0<y<z,0<z<1}

dxdy

. ' v .. /i . . . .
Svolgimento. Per descrivere l'insieme e la funzione integranda conviene passare in coordinate
polari. Per quanto riguarda l’insieme D ponendo x = pcosf e y = psinf si ha

1§p2 , 0<cosf <sinf , pcosf <1.

La seconda condizione implica che 6 € [0, 7/4] mentre la terza e la prima condizione implicano
1< p<1/cosf. Quindi

J,

222 4 o2

/4 1/ cos6 )
————dxdy = do d cos“ 0 +1
22 12 ray /o /1 o ( )

1 7T/4 COS
= 7/ do (p2 00529—1—,02)1/ ¢
0

2
1 7\'/4 9
=- do(1 — 0 -1
2/0 (1—cos™6+ cos2 6 )
L de 20
B 5/0 (—cos"0+ 00529)
w/4
= 1tan Q{ﬁM - 1/ d971 + cos(2)
2 o 2/, 2
1 1w . sin(20) x/4
2 2\38 4 10
1 i(r 1\ _6-x
2 2\8 4) 16




5) Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale
T+3F—4dr=t,
e risolvere il problema di Cauchy con dati iniziali (0) =0, £(0) = —3/16, Z(0) = —1/8.

Svolgimento. Sitratta di un’equazione differenziale lineare e del terzo ordine. Risolviamo I’omogenea:
le radici del polinomio caratteristico sono

PO =X 4302 -4 =X\ +3)1-4) =0, A=0,1,-4.

quindi

Tom(t) = A+ Be' + Ce™
| |

Consideriamo il termine noto f(¢) = t. Osservando che 0 & radice del polinomio caratteristico
dell’omogenea cerchiamo una soluzione della forma y(t) = t(K + Ht). Sostituendo nell’equazione
si ha :

Y43 —4y=t < 6H—4(K+2Ht)=6H —4K —8Ht =t

Quindi H = —1/8 e K = —3/16. Quindi lasoluzione particolare sara y(t) = —75(3 + 2t) e la
soluzione generale

t
TGen(t) = A+ Bet + Ce ™ — 1—6(3 +2t)

Imponiamo il problema di Cauchy
Zgen(0) =0=A+B+C, gen(0) = =3/16 = B—4C —3/16 , &gen(0) = —1/8 = B+16C—1/4

da cui C' =1/160, B=1/40, A = —5/160 e

t
xCauchy(t) -5+ 4€t + 16_4t) — E(S + 2t)

1
= To0"




Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 15 Febbraio 2018

1) Sia data la funzione
flay)=a* —ay’ +y* -9

a) Determinare classificare gli estremi liberi della funzione.

b) Calcolare, motivandone l’esistenza, massimi e minimi assoluti della funzione nella regione
Z={(z,y) eR? |2’ <y, y<1}.

Svolgimento. a) La funzione f, essendo un polinomio, & di classe C°°(R?). Calcoliamo gli estremi
liberi imponendo ’annullamento del gradiente:

423 —y? 423 —y? 0
Vi(x,y) = ( —2zy+2y ) \ 2y(—z+1) /) \ 0 )~
Dalla seconda equazione si ha y = 0 e x = 1. Sostituendo y = 0 nella prima otteniamo x = 0.
Mentre sostituendo z = 1 nella prima otteniamo y = £2. Quindi abbiamo tre punti critici:

(0,0) , (1,%2).

Calcoliamo la matrice Hessiana

1222 —2y
Hy(zy) = ( 2y —2u+2 )

Quindi

Hp(1,£2) = ( i j%‘l ) det(H(1,£2) = —16

da cui segue che (1,42) sono punti di sella. Mentre

H(0,0) = ( 8 g )

¢ semi-definita positiva. Per vedere se si tratta di una punto di minimo o di sella si osservi che
flx,y) = £(0,0) =z —z? +P =2 + 21 —2) >0 — y*(1—2)> —a!

e questo & banalmente verose 1 —z >0 <= 1z < 1. Ossia f(x,y) — f(0,0) > 0 nel semipiano
x < 1 che contiene l'origine. Quindi (0,0) & un minimo relativo.

b) 11 vincolo & un insieme chiuso e limitato. Per il teorema Weierstrass la funzione a max e
min assoluto in Z. Nella parte interna di Z abbiamo gia studiato la funzione e visto che non
ci sono estremi liberi ((0,0) cade sulla frontiera di Z). Studiamo la funzione sulla frontiera. La
frontiera 0Z di Z ¢ formata dall’unione di due curve 9Z = ~; U~ dove

n={y=2", “1<e<l}, p={y=1, -1<e<1}
e dai punti non regolari (—1,1) e (1,1) in cui si intersecano le due curve. Ora
fim=flza?)=a* -2 +2*—9=22"—2°4+9, 2 c[-1,1]
la cui derivata

fl(z,2?) = bz + 82° = 23(~=5x +8) >0 = 2 (0,8/5)



Osservando che 8/5 > 1, si ha che f(x,2%) ha un minimo relativo in x = 0 corrispondente al
punto (0,0). Mentre
flye=fle)=2"-2-8, ze[-1,1]

si osservi che
flz,1) =42 —1>0 < x> 1/4'/3

Quindi il punto (z,y) = (1/4'/3,1) ¢ un minimo relativo della funzione ristretta a vo. Infine
confrontando i punti trovati sulla parte regolare della frontiera con i valori che assume la funzione
sui punti in cui il vincolo & non regolare (—1,1) e (1,1) si ha

FEL) =6, fO1)=-8 , fO.0=-9, fO/8P 1) =D -8

ossia (0,0) & il minimo assoluto e (—1,1) & il massimo assoluto.



2) Data la forma differenziale

2y —2x
w = ot a2 dm+<y2+x2

+x> dy

calcolare U'integrale di w lungo Uellisse v di equazione (z + 1)? + 2y = 4 percorsa una volta in
senso antiorario.

Svolgimento. La forma differenziale & definita nell‘insieme D := R?\ {(0,0)}. La forma si de-
compone
W= —2wgng +w

dove wqng € la funzione angolo weng = y2_+ym2 dx + y?f-ﬁ dy e w' = zdy. Dato che Dellisse v

contiene 1’origine ed e percosa in senso antiorario si ha

/wang =27
¥

Per quanto riguarda il secondo integrale, si osservi che w’ non ¢ chiusa quindi va integrata
direttamente sulla curva. Parametrizzando lellisse in coordinate ellittiche x + 1 = pcosf, y =
%psin@ siha: p=2e

1+ 2cosf —2sin6

7(9)=< V2 sin @ ) - 1) = ( \/50059)

Quindi
27 27
/w’:/xdy:/ d9(1+2cos€)\/§cos9=2\/§/ df cos? § = 2/2n
¥ gl 0 0

In conclusione

/w:—Q/wmg+/w’=—4w+2\@w=2w(\f—2)
Y Y Y



8) Calcolare il sequente integrale improprio

evy™"
dxd
/&y+x+U@+x—D Y
dove A:={(z,y) eR? |z <y<z+2,4—x<y}

Svolgimento. Si tratta di un integrale improprio in quando il dominio di integrazione non e lim-
itato. La funzione nel dominio di integrazione ¢ ben definita e continua. Per calcolare I'integrale
si consideri la succesione

Ay ={(z,y) eR? |z <y<z+2,4—-2<y<n-—z}

con n >4 e si osservi che
oo
UJAn=4, 4, cAny >4
n=4

e che ogni A, & misurabile (la frontiera & una curva regolare a tratti) e di misura finita. Inoltre
la funzione all’interno del dominio di integrazione ¢ maggiore o uguale a 0. Ora per calcolare
Iintegrale

e dd
,An@+x+D@+$D rey

eseguiamo il cambio di variabili
ui=y—x,w:=y+z,0<u<2, 4<w<n.

da cui invertendo si ottiene

L utw L w—u _( -1/2 1/2 _
y=—5 = — 7J(u,w)( 1/2 1/2) = detJ(u,w) =—-1/2.
Quindi
ey—% 2 n 1 R
dxdy = d dw = ——  dud
‘Agy+x+n@+xn e A “A Y9 w+ Dw—1) M
2 _ n 2 n .
= ¢ 1/ dw;dudv:e 1/ dw =t +71 dudv
2 (w+1)(w—1) 4 Ju w+1 w-—1
e? -1 w—1[" e2-1 n—1 3
= In = In —In( =
4 w+ 1}, 4 n+1 5
quindi

ey—* . ey—* e2 -1 5
dxdy = lim dxdy = In( =
Aaltz+Dy+z-1) notoe Ju, (y+o+1)(y+z—1) 4 3

O



4) Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (x2y?,22,0) attraverso la superficie S definita
dalle equazioni S = {(z,y,2) € R3 | 22 +y?> =1, 0 < 2z < 2y + 3} orientata in modo tale che
nel punto (0,1,0) il vettore normale abbia seconda componente positiva.

Svolgimento. La superficie & invariante per lo scambio z — —x mentre la divergenza del campo
div(F) = 2zy? & una funzione dispari nella variabile . Quindi conviene applicare il teorema
della divergenza per calcolare il flusso attraverso S. Chiudiamo la superficie S con i dischi

Dy = {(z,y,2) €ER? | 2 =2y +3, ® +¢> < 1}

Do :={(z,y,2) eR* | 22 +4* <1, 2 =0}

In forma parametrica si ha

t t
Di(t,s) = s , P 4+s2<1 ; Do(t,s)=| s , P4t <
25 +3 0

i vettori tangenti sono 9;D1 = (1,0,0) e ;D1 = (0,1,2) e 8;Dy = (1,0,0) e 9sDy = (0,1,0).
Mentre

i ok 0 i j ok 0
5‘tD1 A ﬁle = 1 0 0 = -2 3 ath AN 85D2 = 1 0 0 = 0
0 1 2 1 01 0 1

Per applicare il teorema della divergenza orientiamo la superficie chiusa S = S U D; U D, con
versore normale uscente. Quindi ’orientamento su D ¢ esattamente quello ottenuto dal prodotto
vettoriale mentre quello su Dy € opposto a quello ottenuto dal prodotto vettoriale

0 0
N (t,s) = 8Dy NOsDy = | —2 ; Np (t,s)=8DysNODy=—| 0
1 1

Quindi per il teorema della divergenza

o= [t [(FNg)+ [ (FNg)+ [ (RN
[Py == [, (FNg)- [ (R

dove intS = {(z,y,2) € R® | 0 < 2 < 2y+3, 22 +y> < 1}. Ora si osservi che fD2 <ﬁ, 1\71'52> =0
mentre

27 1 27
o 1 1 20
/ <F,Ng> - / (—2)¢ dtds = —2/ / dfdpp? cos? 6 = —7/ 1S3 g T
D 12452<1 o Jo 2 Jo 2 2

dove si ¢ eseguito il cambio di variabili in coordinate polari ¢ = pcosf), s = psinf. Infine
Porientamento richiesto dal problema su S & uguale a quello uscente dalla superficie S. Quindi

in conclusione
[(m sy == [ (ras)- [ (FAs)-3
S D1 Dy 2

quindi



5) Dato il sistema di equazioni differenziale

LS . 5 —1
=A% A—<4 1)

Trovare la soluzione generale del sistema e del problema di Cauchy con dato iniziale Z(0) = (1,0).

Svolgimento. Autovalori della matrice che definisce il sistema
O0=det(A=XN)=0B-N)1-N)+4=X-6)1+9=(1-3)? <= A=3.
Quindi A = 3 & autovalore di A con molteplicita due. Gli autovettori sono dati dalla relazione
0 L (2 -1 a\ [ 2a-b
(0)=u-wm=(3 %) (5)-(5=0)
da cui si vede che 'autospazio ¢ di dimensione 1 e possiamo scegliere come autovettore
L (1
v = 9 .
Quindi la molteplicita geometrica & 1. Cerchiamo un autovettore generalizzato imponendo
L 2 -1 a\ (1 20-b\ (1
aemen = (5 3)(0)-(2) = (420)-(2)

da cui segue

st w5 )= (4 ) D) (5 ) e

dato che ¢ & nel nucleo di (A — 3) possiamo scegliere come autovettore generalizzato

e ().

La generica soluzione Zgc,, (t) dell’equazione si ottiene dalla matrice esponenziale imponendo
Taen(t) = 3 A ab) + biy) = 3 (atly + by + bt(A — 3)i) = € (aty + by + bt7) .

Risolviamo infine il problema di Cauchy:

0= (3)-+(1) () (s20) = om0

fCauchy (t) =e¥ (171 + 205 + 2t171)

Quindi



Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 19 Settembre 2018

1) Si consideri la funzione

f(z,y) = arctan({y) V/(z — 1)* + 42 .
1. Studiare continuita, derivabilita e differenziabilita nel dominio di definizione;
2. Calcolare, se esistono, le derivate direzionali in (1,0).

Svolgimento. 1) La funzione é continua in tutto R? in quanto composizione, rapporto e prodotto
di funzioni continue. Un discorso a parte va fatto sulla derivabilita in quanto sono presenti
funzioni non derivabili in tutto il loro dominio ossia la radice cubica che non & derivabile in zero.
Quindi per la retta y # 0, dove si annulla ¢y ed anche {/(z —1)2 + 32 per x = 1, la funzione
risulta C*°. Per y = 0 ed « # 1 la funzione non ¢ derivabile, quindi neanche differenziabile.
Infatti: x¢p # 1 si ha

lim f(zo,y) — f(0,0) _ arctan(¢/y) v/ (zo — 1) + y?
y—0 y—20 Y

8 —1)%/3 ,
= \/ﬂ(xoy)(l +0(1)) =y~ 3 (@0 — D31 + 0(1)) = 400 .
La derivata 9, f(zo,0) non esiste per z¢ # 1 quindi la funzione non & derivabile neanche differen-

ziabile. Per xy =1 e y — 0 invece

J(y) = £(1,0) _ arctan(y5) V¥ _y .
= y = (o) =1 = 9,/(1,0) =1

ey=0exz—1

f(l‘,O)—f(l,O) _ 0 _ _
" =—=0 = 8f(10=0

Quindi f & derivabile in (1,0). Per la differenziabilita si osservi che per (z,y) — (1,0) si ha

f(x,y) — f(1,0) = <Vf(170)7 < x;l >> arctan(/y) ¢/(x — )2+ 32—y
(@ =12+ 42172 - (@ =12+ )72
=12 214 0(1) —y
R
coo. pol p*/3sin'/ 0p?/3(1 4 o(1)) — psin 6
p
=sin'/30(1 +o(1)) +sinf — A,

dove si sono usate coordinate polari centrate in (1,0). Quindi la funzione noné differenziabile.
Infine per il calcolo della derivata direzionale, visto che f non ¢ differenziabile in (1,0) usiamo
la definizione: preso un versore ¥ = (v1,v2) per t — 0 si ha

_ r 3 2/3 3
f(1+tvr,tvg) — f(1,0)  arctan(</tvs)t _ t\é@(l +o(1)) = U5 .

t t
Quindi la derivata direzionale in (1,0) esiste e vale Dy f(1,0) = {/va. O



2) Data la funzione
fla,y) =2(y —1)(x - 2y°)
studiarne l’esistenza e la natura degli estremi libersi.

Svolgimento. a) La funzione ¢ di classe C*°(R?). Troviamo i punti critici imponendo I’annullamento
del gradiente

wrien = (e e ) = (2o ) - (5)

e La prima equazione ha soluzioni y = 1 e x = y?. Sostituendo y = 1 nella seconda otteniamo

wlz—2)=0 ""ETT (0,1), (2,1) .
Sostituento y? = z nella seconda si ha
yB(—by —4) =0 P (0,0) , (16/25,4/5)

e Calcoliamo la matrice Hessiana
- 2y —1) —6y2 + 21 + 4y
Hy(z,y) = ( —6y% +22 +4y  —12xy+ 4o

Quindi
H¢(0,1) = ( 32 _02 > det(H¢(0,1) = =4 = punto di sella

H¢(2,1) = ( (2) 7216 ) det(H¢(2,1) = —4 = punto di sella

) —2/5  16/25 ) o2 ,
Hy (35:5) = < 16/25 768125 ) GetHr (35:5) >0, fau (35,5) = = = mazrelativo.

L’unico punto indeterminato al momento & l'origine in quanto la matrice Hessiana

Hy(0,0) = ( _02 8 > ;

¢ semi-definita negativa. Si deduce tuttavia dalla forma della funzione come l'origine sia
un punto di sella. 1l segno di f(x,y) — f(0,0) infatti dipende dal prodotto di tre fattori
2(y — 1)(z — y?) di cui sia la retta x = 0 che la curva x = y? passano per l'origine, il che
implica un cambiamento di segno in ogni intorno di (0,0). Il segno di f(x,y) — f(0,0) &

N X

= ; i




da cui si deduce che (0,0) un punto di sella. Alternativamente sulla curva y = 0 si ha
f(x,0) = —2? che & minore o uguale a zero, mentre sulla curva z = y* si ha f(y%,y) =
y5(y — 1)(y? — 2) la quale & maggiore o uguale a zero per |y| < 1.

O



8) Data la forma differenziale

L —Y z2 2 x 22y 2
W= (x2+y2+26 ymy+3w>dm+<M+e Yr —1—1) dy .

Calcolare motivando le risposte:
a) lintegrale fvw dove v ¢ Uellisse (x — 2)? + 4y* = 1 percorsa in senso orario;
b) Uintegrale fﬂw dove B ¢ la spezzata (0,—2) — (1,0) — (0,2).

Svolgimento. 11 dominio di w & tutto R?\ (0,0). Conviene osservare che w si pud decomporre

come somma della funzione angolo wgeng = #ﬁ’y?) dr + (%w) dy piu la forma differenziale

wp = (26””27/9:;1/ + 33:2) dx + (e"”zyac2 + 1) dy definita su R? e che risulta chiusa:

Oras = Gm(ea”zme +1)= 2x3yem2y + 226" Y = 8y(2e“2yxy +32%) = 9,a1 ,
quindi, essendo il suo dominio semplicemente connesso, esatta. Calcoliamo una primitiva di w;:
O f(z,y) = a1(z,y) = Qew2yxy+3x2 = flz,y) = /(QGInyy+3x2)dx + h(y) = e$2y+x3+h(y) .
Imponiamo la seconda equazione su f

eV g2 + 0yh(y) = 0y f(z,y) = as(z,y) = %Y 2 +1 = 0h(y)=1 = hly) =y.

Quindi una primitiva di w ¢ la funzione

flz,y) = e’y +ad 4y

A questo punto fww = fﬂ{ Wang + fn{ w1 = 0 in quanto l'ellisse non contiene al suo inteno (0,0),

quindi fv Wang = 0, e la forma w; ¢ esatta, quindi fﬂ{ wy = 0. Mentre per il calcolo del secondo
integrale si osservi che

/w1=f(0,2)—f(o,—2)=2+2=4
8

Mentre per il calcolo dell‘integrale della funzione angolo possiamo usa l'invarianza omotopica
osserva che la semi-circonferenza 7 di raggio 2 percorsa in senso antiorario da —m/2 a 7/2 ¢

omotopa alla spezzata 8 quindi
/Wang :/wang =T
B T

/w:/wang+/w1:ﬂ+4
B B B

In conclusione



4) Dato in campo vettoriale F := (22, —2yx, 4z + ) e insieme
V={(z,y,2) ER® | 1<z ; 2?2 +y?+22<4},
calcolare:
a) il flusso del campo F entrante nella superficie chiusa definita dalla frontiera OV di V;
b) il volume dell’insieme V.

Svolgimento. Osservando che divF = 4 applicando il Teorema della divergenza di ha

IVOl(V) = / (F.NG)

2%

dove N, 8+v ¢ il vettore normale a Jy uscente dalla superficie. Si osservi che I'orientamento richiesto

dal problema & opposto, ossia NJj|, = —Ngv. Quindi
_AVol(V) = / (F.N3,)
ov

e per rispondere a tutte e due le domande sara sufficiente calcolare il volume di V. Conviene
usa le coordinate cilindriche x = pcosf, y = psinf, z. Sostituite nell‘equazione che definisce V'

danno: 1 <z <2,
PP+ <4 = 0<p< V422

0 € [0, 27]. Quindi ricordando che la Jacobiana delle coordinate cilindriche € p si ha

27 2 Va—2z2
Vol(V) :/ dzxdydz :/ dt‘)/ dz/ pdp
1<z, z24y2+422<4 0 1 0
%3

2 — 2 o
:77/ dz(p2)04_z :ﬂ'/ dZ(4*2’2):7T(42’72’3/3)1:7T(4*8/3+1/3):§.
1 1

In conclusione

o ~ 207




Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 21 Giugno 2018

1) Data la funzione
flay) =(@-y>+y")" .,  a>0.

a) Determinare al variare del parametro oo > 0 il dominio di definizione di f.

b) Studiare al variare di a > 0 la continuita, la derivabilita e la differenziabilita di f nel
dominio di definizione.

¢) Calcolare per o = 1/2 l'equazione del piano tangente al grafico di f nel punto (1,0).

Svolgimento. a) Il dominio di definizione della funzione & R? per ogni « > 0.
b) La funzione & continua in tutto il suo dominio, R?, per ogni a > 0 in quanto composizione di
funzioni continue (elevamento a potenza di ordine o composta con un polinomio). Per quanto
riguarda la regolarita osserviamo che in generale la funzione g(x) = ¢ & derivabile per x > 0 se
a > 1, mentre per 0 < a < 1 non & derivabile in 0. Quindi:

Per la funzione f(z,y) risulta C°°(R?) in quanto composizione di funzioni C°°.

Analogamente per la funzione f(z,y) risulta C°°(R? \ {0,0}). 1l gradiente della

funzione in questi due casi ¢
_ 2 4ol 2(z —y)

Rimane da studiare la derivability e la differenziabilita della funzione in (0, 0) per 0 < o < 1.

0 < a < 1| Per quanto riguarda la derivabilia si osservi che

: f(z,0) = f(0,0) .. x> |z 0 a>1/2
lim ——————= =lim — = lim =
(,0)—(0,0) x =0 T =0 T A 0<a<l/2
e analogamente
0 _ 0.0 2 4 4\ 2c
(0,9)—(0,0) Y y—0 Y y—0 Yy A 0<a<l/2

Quindi la funzione risulta derivabile in (0,0) per 1/2 < o < 1 con gradiente pari a Vf(0,0) =

( 8 ) Per quanto riguarda la differenziabilita per 1/2 < a < 1 passando in coordinate polari

si ha
10 (T05) (gt 10
1] B [12]]
coo._pol. P2a ((COS@ — sin 0)2 + ,02 Sin4 9)a

p
= p?ot ((cos@— sin 0)? —I—pzsin49)a -0 < 2a—-1>0.

Quindi la funzione risulta differenziabile in (0,0) se, e solo se, 1/2 < a.



¢) Per a =1/2si ha Vf(1,0) = ( _11 ) quindi I'eqazione del piano tangente

z:f(1,0)+<Vf(1,0),( x;I )>=1+(m—1)—y:x—y.



2) Data la forma differenziale

x —-1/2
W= —S———5=dr + @I )

CEE “

a) Studiare la chiusura e esattezza di w. Nel caso in cui la forma risulti esatta calcolarne
una primitiva.
b) Calcolare l'integrale fvw dove v ¢é la curva definita dall’equazione y = €* + 1 per x € [0, 1]

Svolgimento. Il dominio di w e formato da due componenti connesse
Dw = {(l‘,y) € RQ |$2—y 7& 0} = D+UD— ; D+ = {(l‘,y) € RQ |$2 > y}7 D_ = {(1‘72/) € RQ |J}2 < y}

onguna della quali (D4 e D_) & semplicemente connessa. Quindi il dominio, seppur non connesso,
¢ un indieme semplicemente connesso. La forma differenziale & chiusa

~1/2 2 x
8@0/2 - 8;1: (1_2 — y)2/3 - 3 (:[,'2 — y)5/3 = a’lj (‘rz _ y)2/3 = aya/l 3

quiandi, essendo il dominio semplicemente connesso, & anche esatta. Calcoliamo una primitiva
x

R

Per determinare h imponiamo la seconda equazione su f

Orf(z,y) = ar(z,y) = = f(z,y) = /(:p2—$y)2/‘3dx + h(y) = g(aﬂ —y)1/3+h(y)

Sm g T k) =01 e) = ax(ey) = frac—1/20 —y)* = 0,hly) =0

ossia h(y) = cost. Scegliendo, per semplicita, h = 0 otteniamo la primitiva

flay) = 5 )

b) Si ossevi che il sostegno della curva + si trova nell'insieme D_. L’integra ¢ dato da

/w = f(y(1)) = f(4(0)) = f((1,1+€)) — f(0,2)) = g(_el/S 4 21/3)



8) Calcolare I'ntegrale
/ (@ (1 +y"?) +y°) dedydz
%

dove V i={(x,y,2) e R® | 2% + 4y < 2 < 1}

Svolgimento. L’insieme di integrazione ¢ simmetrico rispetto allo scambio x — —x e y — —y.
La funzione integranda f e formata dalla somma di tre termini

f@,y,2) = 2 + 2%y'/3 442

e si osservi che il termine 22y'/? da un contributo nullo in quanto & dispari rispetto all y. Quindi

/ flx,y, z) dedydz = / (2% + %) dxdydz

v \%

L’insieme di integrazione si puo parametrizzare per ”strati” nel modo seguente
0<z<1, O§x2+4y2§z

Quindi

1
/ f(z,y,2) d:CddeZ/ dz/ {2? +y?) dxdy
\% 0 {0<z2+49y2<z}

Per calcolare il primi integrale passimo in coordinate ellittiche:
z=pcosl, y=(1/2)psind = p<+z , 0€l0,2n]

la matrice Jacobiana della trasformazione risulta

_ cos 6 (1/2)sin 6 P
J(p7 9) - ( —psin¢9 (1/2)[)(3089 ) ) |d€tJ(p79)| - 5 .

Quindi

1
/f(x,y,z) dxdydz:/ dz/ (22 + y?) dady
14 {0<z2+4y2<z}

2
/dz/ dH/ dp pcos9+ps1n9)

= d9(cos 0+ sin” 9 / dz/ dp—

0

22 5 23
= 4 d—
(7T+7T/)/O # 3 424|
o
96



4) Caleolare il flusso del campo vettoriale F = (z,y,0) attraverso la superficie S = {(z,y,z) €
R? | 2+ y; + % =1,0< z} orientata in modo che la terza componente del vettore normale sia

negativa. Calcolare, inoltre, il volume dell’insieme V = {(x, y,2) € R? | mz—i—%ﬁ-% <1,0< z}

Svolgimento. Si osservi che la divergenza di F & costante ed uguale divF = 2. Quindi, dal
momento che la divergenza del campo fornisce un contributo non nullo, per calcolare il flusso
potremmo applicare direttamente la definizione di flusso e calcolare l'integrale. Tuttavia se
vogliamo comunque applicare il teorema della divergenza chiudiamo prima la superficie con il
disco

D:={(z,y,2) ER® | 2? +4?/4 =1, 2 =0}

e orientiamo la superficie chiusa ¥ = S U D verso l'esterno. Allora si osservi il volume interno
alla superficie ¥ & esattamente il volume V' del punto b) e che

%mvyiﬁqwﬁzé<ﬁﬁﬁ>+£;@mwﬁ>:L<ﬁﬁﬁ>

- ~
dove Ng+, Np+ sono i vettori normali a S e D, rispettivamente, orientati verso ’esterno di X, e

dove si e osservato che <ﬁ , N D+> = 0 in quanto la terza componente di F & nulla. Quindi per

risolvere i punti a) e b) possiamo o calcolare il volume di V' o calcolare il flusso fi F' attraverso
S. Procediamo calcolando il volume di V' usanto coordinate ellissoidali:

x psinycosf sin ¢ cos 6 2sin psin 0 3cos
y | = 2psinesind , J(p,p,0) = pcospcosf 2pcospsing —3psing
z 3pcos —psinpsinf  2psinycosd 0

dove
0<p<1l,pel0,n/2] , 0€]0,2n]

ottenute sostituento le coordiante ellissoidali nelle relazioni che definiscono V. Si noti in parti-
colare che detJ(p, ¢,0) = 6p? sin . Quindi

21 /2 1
vol(V) = /dedydz = 6/0 dﬁ/o dapsincp/o dpp? = 127 - (—cosgp’gm) . (,03/3’(1)) =47 .

Quindi
vol(V) = 4r

mentre [ <ﬁ7 ]\75+> = 2vol(V) = 8n. Tuttavia 'orientamento di S richiesto nel punto a)

indicato con Ng» & opposto a ST. In conclusione si ha

/<Rﬁy>=—/<ﬁﬁy>—%.
S S




5) Data lequazione differenziale
& — 5d + 62 = e + sin(t)

Trovare la soluzione generale dell’equazione e risolvere il problema di Cauchy con dato iniziale
z(0) = z(0) = 0.

Svolgimento. Si tratta di un’equazione differenziale lineare e del secondo ordine. Risolviamo
I’omogenea: le radici del polinomio caratteristico sono

P(A) =M =5A+6=0, Ay =3, A\ =2

quindi

Tom(t) = A3 + Be?!
| |

Il termine noto f(¢) & combinazione lineare di due funzioni f;(t) = e e f2(t) = sin(¢). Troviamo
due soluzioni particolari y; corrispondente al termine noto f;, per i = 1,2, e per linearita la
funzione y(t) = y1(t) + y2(¢) sara una soluzione particolare corrispondente a termine noto f(t).

Cominciamo trovando una soluzione particolare corrispondente al termine noto fi(t) = e*.
Osservando che 2 ¢ radice del polinomio caratteristico dell’omogenea cerchiamo una soluzione
della forma y; (t) = Kte?'. Sostituendo nell’equazione si ha :

Ui —5y1 + 6yt = €2 = K(2¥ + 2 +4te® — 5(e?' +2te?!) + 6te?) = K (4e?' — 5e?t) = !
Quindi K = —1 e y;(t) = —te?.

Per il termine noto f2?(t) = sin(¢) cerchiamo una soluzione particolare della forma y(t) =
C'sin(t) + D cos(t), che sostituita nell’equazione

—C'sin(t) — D cos(t) — 5(C cos(t) — Dsin(t)) + 6(C sin(t) + D cos(t)) = sin(t)

da cui
sin(t) (5D+5C)+cos(t)(=5C+5D) = sin(t) <= D—-C =0, D+C =1/5, < D =C=1/10
Quindi ya(t) = 7 (sin(t) + cos(t)). Quindi una soluzione particolare &

§(0) = (1) + o) =~ + o (sin(0) + cos(t)

e la soluzione generale dell’equazione ¢

1
TGen(t) = Ae3' + Be?' — te?t + E(sin(t) + cos(t))

Imponimo sa luzione del problema di Cauchy:
1 9
xGen(O>:0:A+B+E , fiL‘Gen(O):OZ?)A—I—QB—TO

da cui B=-12/10 e A =11/10. Quindi la soluzione del problema di Cacuchy

11 12 1
-TCauchy(t) = Ee?)t — Ee% — t€2t + E(Sin(t) + COS(t)) .




Analisi Matematica II - Ingegneria Meccanica/Energetica - 29 Gennaio 2018

1) Sia data la funzione
fl@,y,2) = (@ +y* = 1)° +8

a) Studiare Uesistenza di massimi e minimi assoluti della funzione f nella regione

Z = {(z,y) e R? | 42® + > =1}

b) Calcolare la derivata di f in (0,2) lungo la direzione definita dal versore ¥ = 12(1, —1)e

S

Ueqazione del piano tangente al grafico della funzione nel punto (0,0).

Svolgimento. a) La funzione f & di classe C*°(R?) cosi come la funzione g(x,y) = 422 +y*—1 che
definisce il vincolo (un’ellisse). Essendo il vincolo chiuso e limitato per il teorema di Weierstrass
la funzione f ha massimo e minimo assoluto sul vincolo. Inoltre essendo il vincolo chiaramente
regolare possiamo applicare il metodo dei moltiplicatori di Lagrange per trovare i punti estremali
vincolati. Imponiamo ’annulamento del gradiente della funzione di Lagrange

L(aj?yv)‘) = <$2+y2—1)2+8+)\(4$2+y2—1) 3

dz(z? +y% — 1) + 8\x) dz(z? +y% —1+2)) 0
VL(z,y,\) = | dy(z?+9> -1 +2\y) | = 2y(222+2y>-2+X) | =1 0
4o + 4% -1 422 + 9% -1 0

Dalla prima equazione si ha x = 0 e 2\ = 1 — 22 — 2. Partiamo da . Il vincolo implica che
y = £1. Usando la seconda equazione si hal = 0. Quindi abbiamo come punti critici (0, £1, 0).

Consideriamo ora ’2)\ =1—a?—? ‘ L’equazione del vincolo implica che 1 — y? = 422 da

cui 2A = —2% 4+ 422 = —322. Sostituendo queste due relazione nella seconda si ha
+/1 —4a? (42 +4y° —44+20) =0 = 2=0, v =+1/2

La prima z = 0 & stata gia trovata. Per z = £1/2 si ha y =0 e A = —3/8. Quindi gli altri due
punti critici sono (+1/2,0, —3/8). Infine

9 137
+1) = +1/2,0) = — = —
JO£D) =8, f(L/2,0) = 7 +8= =

quindi (0,+1) sono di minimi assoluti mentre (+1/2,0) sono massimi assoluti.
b) Dal momento che la funzione ¢ differenziabile si ha

pas0n = vro20 =2 (( 5 ).( 1)) -

Infine per il piano tangente si ha

2= £(0,0) + (Vf(0,0),7) =9



2) Data la forma differenziale

6x 3

= ———dr — ————d
v y—a2+1 v y—z2+1 Y

a) Stabilire se w ¢ chiusa; se é esatta e, in caso affermativo, calcolarne una primitiva.
b) Calcolare lVintegrale di w lungo la spezzata y che unisce i punti (3,0) — (=1, —4) — (—2,0).
¢) Calcolare lintegrale di w lungo il segmento B che unisce i punti (0,0) — (1,3).

Svolgimento La forma differenziale ¢ definita nell‘insieme D := R?\ {y — 22 + 1 = 0}. Si
osservi che I'insieme non & connesso ed & formato da due componenti connesse

D, :={y>2>-1} , D_:={y<az*-1}

con Dy e D_ semplicemente connessi (non si sono lacune). La forma differenziale risulta chiusa

infatti
6x 6x -3

= — = ax =
y—a2+1 (y —x2+1)2 y—a2+1
Ora nel caso in cui il dominio non & connesso una forma differenziale & esatta se la restrizione
alle componenti connesse € esatta, in altre parole se per ogni componente connessa la restrizione

della forma alla componente connessa ammette una primitiva. Dato che la forma & chiusa e le
componenti connesse sono semplicemente connesse la forma ¢ esatta. Calcoliamo una primitiva:

3ya1 = 8y

8ya2

6
Of ==y > J@y) = —3lnly—a* 1]+ h(y)
e
-3 _3
W+ayh(y):ayf:a2:ﬁ = h(y) = cost .

Quindi data la funzione

’f(a:,y) = —31n|y—$2+1|‘

e posto
fi(z,y) = -3In(y —2* + 1), (x,y) € Dy
f—(xvy) = —31n(—y—|—x2—1) ) (l‘,y)ED_

si ha che fy, f_ sono delle primitive di w quando ristretta a Dy e D_ rispettivamente.
Per il calcolo degli integrali curvilinei osserviamo che la prima curva ~ appartiene alla regione
D_ quindi

/w = f-(v(1)) = f-(7(0)) = f-(=2,0) = f-(3,0) = 3In(3) + 3In(8) = 3In(8/3)
.
La seconda curva si trova nella regione D quindi

/Bw = f+(B(1) = f+(8(0)) = f+(1,3) = f+(0,0) = =3In(3) .



8) Calcolare lintegrale

dove A:={(z,y) eR? | 2?2 +¢y* <1, 1<z +4y*, 0< y}

2
Svolgimento. L’insieme A ¢ invariante per lo scambio x — —z, quindi —2 2 _dedy=0e
g p , d Ja Jerras dody

eV ety
dzdy = / dxdy .
/ v/ 12 + 42 \/x2+4y
Per calcolare I'integrale usiamo le coordinate ellittiche
1.

x=pcosh , y= §psm0
che sostistuite nelle equazioni che definiscono A:

1

p2cos29+1pzsin29§ 1, 1< p2 , 0<sinf .

La seconda e terza relazione implicano che 1 < p e § € [0, 7]. La prima

4p?cos® O+ p?sin® 0 <4 = 3pPcos’O+p’ <4 —= p? 3279—&-1
cos

Quindi

P 4 Jo

1 (™ 4 1 (™ sin 6 1 (7
= - ddsinf | ——— 1) == dj—— — = df sin 6
8/0 St (3cos20+1 ) 2/0 3cos?20+1 8/0 St

-1 ~Vv3 1 1 ~ arctan \/57, 1

= — dt——— 4+ =cosf| = ——— — =
2v/3 V3 t24+1 8 |0 V3 4

2 2
g V cos 1 2 i 0 ]. 4 \Y4 CcOos
dxdy = / d0/ Beotont dpg(/)ﬂ = 7-/ dGSiHG/ Beotont dpp
1 1

Yy
/A Va2 + 4y?



4) Sia S la superficie chiusa formata dall’unione del disco D := {(z,y,2) € R} |22 +y? <1, 2 =
1} e dalla superficie di rotazione o intorno all’asse z generata dalla curva z = y3 per 0 <y < 1.

a) Calcolare il flusso del campo vettoriale F = (0, —2y,0) uscente dalla superficie S.
b) Calcolare il volume del solido racchiuso dalla superficie S.

Svolgimento. a) La superficie di rotazione in forma parametrica risulta

tcosf
o(t,s)= [ tsind , telo,1], 0 €]0,2n],
3

il cui vettore normale, orientato in accordo con quanto richiesto dal problema, ¢

. i J k 3t3 cos
N, (t,0) = 0go(t,0) AN Owo(t,0) = | —tsinf tcosfd O = | 3t*sin6
cos 6 sinf  3t? —t

Si osservi che il vettore normale del disco D ¢ parallelo all‘asse z ¢ che il campo vettoriale ha
solo componente y non nulla. Quindi il disco D non da alcun contributo al calcolo del flusso.
Quindi

[R) = [(R)s [ (Fo)= [ (7o)

o D

27 1 o

= d0/ dt76t4sin20:ﬂ.
0 0 5

b) Per il teorema della divergenza sappiamo che

/V divF — /S (F.As)

dove V indica il volume interno alla superficie S. Dato che la divergenza del campo e costante
divF = —2 si ha

—67 - _ 3T
T BN = [ dvF=—2 [ =2 =T
5 /s< ’ S> /v v /v vVi= Vi=3



5) Data lequazione differenziale
T — 2%+ @ = te' .

Trovare la soluzione generale dell’equazione e risolvere il problema di Cauchy con dati iniziali

2(0) =%(0) =0, z(0) =1
Svolgimento. Il polinomio caratteristico associato all’equazione ha le seguenti radici
M_2X2 4 A=A\ -1)?% <= A=0,1
Quindi 1 ha molteplicita 2 e la soluzione dell’omogenea &
T,(t) = A+ e (B+Ct) .

Per calcolare una soluzione particolare procediamo per similitudine osservando che nel teremine
noto ¢ presente una radice del polinomio caratteristico (A = 0) con molteplicita 2:

flt)=te' =.

Quindi cerchiamo una soluzione particolare della forma y(t) = t>(K; + Kat)e'. Osservando che
2(t) = (K1 + Kat)e! & soluzione dell’omogenea e che y = t2z.e

y=22+1%%, j=22+4t2+1%5, U =62+6t5 +1°%
che sostituita nell’equazione da
62 + 6t — 2(2z + 4t2) + 2tz = te' .

Ora
z = et(Kl + tKQ) + ngt , 2= et((Kl + 2K2) + tKg)

Sostituendo nell’equazione di sopra si ha
t = 6(K; + Ky) 4+ 6tKy + 6Ky + 12tKy + 6t2 Ky — 4K — 4tKoy — 8tK; — 8tKy — 8t2 Ko + 2t K + 22K,

= (6K1 + 6Ky — 4K1) + t(6K2 +6K1 + 12Ky — 4Ky — 8K — 8K5 + 2K1)

= (2K; + 6K5) + t(6K>)
da cui si ha Ky =1/6 e K3 = —3Ks = —1/2. Quindi la soluzione generale sara

t2
TGen(t) = A+ e (B+Ct) + E(—3 +t)et
b) Risolviamo il problema di Cauchy imponendo le condizioni iniziali

26(0)=A+B=1, #6(0)=B+C=0, ic(0)=B+2C—1=0

da cui si ottiene C =1, B=—1e A =2 quindi

t2
Toaueny(t) =2+ €' (=1 +) + F (=3 + 1)’





