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Capitolo 1

Termodinamica

1.1 Concetti base

La termodinamica descrive sistemi con molte particelle a livello macroscopico.

troppe particelle — cerco valori medi (no singola particella)

Definizione 1.
e Quantita estensive: dipendono linearmente dalle dimensioni del sistema (V, E, N, ...)
¢ Quantita intensive: non dipendono linearmente dalle dimensioni del sistema (T, p, u, . . .)

e Variabili di stato: descrivono lo stato del sistema — permettono di studiare le trasformazioni termo-
dinamiche (cambiamento di stato del sistema)

Definizione 2. Trasformazioni termodinamiche

o reversibili: passaggio attraverso un numero "continuo" di stati di equilibrio — processo graduale
(lento) — possono essere invertite nel tempo

e irreversibili: processo non graduale (veloce) — non si pud tornare indietro (ad esempio fenomeni
dissipativi)

trasformazioni quasi-statiche: irreversibile lenta'

reversibile = quasi-statica

quasi-statica ~—==x_ reversibile

Gas a singola componente: 3 variabili di stato sono necessarie
Gas a n componenti: n + 1 variabili di stato sono necessarie

Definizione 3. Funzioni di stato: dipendono solo dalle variabili di stato per i sistemi all’equilibrio (esempio:
energia £ = E(T,p,V)). Non tutte le funzioni sono di stato (esempio: lavoro W, calore Q) poiché dipendono
non solo dalle variabili di stato, ma anche dal tipo di trasformazione effettuata.

0W, 6Q non sono differenziali esatti. Come si definisce il lavoro W 7 In forma generale

SW =" Fidz; (1.1)

L Ad esempio un pistone rilasciato lentamente, ma essendoci l’attrito si tratta di un fenomeno dissipativo.

&
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6 CAPITOLO 1. TERMODINAMICA

dove F; ¢ la forza generalizzata (intensiva) e dx; rappresenta lo spostamento generalizzato (estensiva).
W =pdV lavoro meccanico (1.2)

Esistono vari tipi di lavoro, non solo quello meccanico (ad esempio quello dovuto al campo e.m., alla specie
chimica, ecc...)

5Wi(pdV7HdH7EdP+...)f (,ulle +M2dN2+...) (13)

cambiamento termodinamico cambiamento di specie (costituenti)

Convenzione dei segni:

W > 0 : sistema compie lavoro sull’ambiente esterno

W < 0 : ambiente compie lavoro sul sistema
Definizione 4. Calore @

0Q =Cdr dove C' = capacita termica (1.4)

Q@ > 0 : sistema acquista calore

Q@ < 0 : sistema perde calore

Osservazione 1. Che problema presenta questa definizione di calore 7 La capacita termica C' dipende dal
tipo di trasformazione.

1.2 Leggi delle termodinamica

Legge 0: definisce il concetto di equilibrio

Legge 1: conservazione dell’energia

Legge 2: reversibilita, irreversibilita

Legge 3: entropia a T' = 0 (non spiegabile classicamente)

Teorema 1 (legge 0 della termodinamica). L’equilibrio termodinamico é una proprietd transitiva.
A in equilibrio con B, B in equilibrio con C = A in equilibrio con C.

Questa legge (assioma) permette di definire in maniera operativa la temperatura (conseguenza empirica).
= JT che definisce I’equilibrio tra A, B.

Teorema 2 (Primo principio della termodinamica).
dE =6Q — oW (1.5)

Osservazione 2. Si puo riscrivere come
oW =0Q — dFE (1.6)

cioé esprimere il lavoro come somma di termini (come si ¢ vista in precedenza)
Esempio 1. Si consideri un gas a singola componente (singola specie)
dE =6Q — pdV + pudN per semplicita si ignorano altri fattori (1.7)

Si ha bisogno di 3 variabili di stato (tra loro indipendenti) e, per semplicita, si scelgono (7, V, N) tramite

cui si puo riscrivere
OF
dl' + —
V.N 1%

OF
AV +
_— ON

_OE

dE—a—T

AN (1.8)
T,V

&
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1.2. LEGGI DELLE TERMODINAMICA 7

segue che

6Q = dE + pdV — pdN

OF oF oF
0Q = — dT' + —— av + — dN + pdV — pdN
T |y n oV lr N ON |r v
OF OF OF
0Q = — dT — dv — —u |dN
© T |y, * (6‘V T,N —|—p> " <5N TV ,u)
Si introduce la capacita termica
Q
== 1.9
T (1.9)
e confrontando si ottiene
oQ oF
Cyn = — = — 1.10
YNTOT |,y T 0T |y (1.10)
0Q oF ov
Con=25| =557 +P5m (1.11)
P |,y T, N |,
Esempio 2. Si consideri un gas ideale pV = NKgT e si ipotizzi® che E = E(T, N)
C, = Cy+ NEKs (112)

Sviluppando calcoli analoghi si ritrova tutta la termodinamica.
Teorema 3 (Secondo principio della termodinamica). I sequenti enunciati sono tra loro equivalenti:

1. enunciato di Kelvin: ¢é impossibile realizzare una trasformazione termodinamica il cui unico risultato
sia quello di assorbire calore da una sola sorgente e di trasformarlo integralmente in lavoro;

2. enunciato di Clausius: € impossibile realizzare una trasformazione termodinamica il cwi unico risultato
sia quello di far passare calore da un corpo a temperatura inferiore ad uno a temperatura superiore.

Definizione 5. Una macchina di Carnot é una macchina teorica che opera con un ciclo di Carnot reversibile
(2 isoterme + 2 adiabatiche).

PA

v

Figura 1.1: Ciclo di Carnot

Teorema 4 (di Carnot). Non é possibile realizzare una macchina termica operante tra 2 sorgenti che abbia
un rendimento maggiore di quello della macchina di Carnot operante tra le stesse sorgenti.
15
= — =1-= 1.13
n Oues N Carnot T ( )

21n realta é verificato sperimentalmente, si veda l’esperimento di Joule con ’espansione libera.

&
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8 CAPITOLO 1. TERMODINAMICA
da cui
n <nc
w_ Q1 - @ —1_ Q2 <1-— ]
Q1 Q1 Q1 T
Q: T <0
Q1 T
Q@
T T —

Teorema 5 (di Clausius). Se un sistema subisce una trasformazione ciclica in cui scambia calore in n
sorgenti, vale la disuguaglianza

—~ Qi
220 1.14
2T < o
Se n — oo e si scompone il ciclo in una serie di trasformazioni infinitesime, la sommatoria diventa un
integrale:
0Q
= <0 1.15
45 (115)
in particolare
]
%?Q =0 se ciclo reversibile (1.16)
]
]{?Q <0 se ciclo irreversibile (1.17)
Definizione 6. Si definisce entropia S la seguente funzione di stato
0Qrev )
s = Q T = AS= / 09 (1.18)
per trasformazioni irreversibili si ha:
AS > / — (1.19)
a2 T

Proposizione 1. In un sistema isolato l’entropia S del sistema non diminuisce mai e, durante un processo
irreversibile, aumenta.

Dimostrazione. Si consideri un sistema isolato sia meccanicamente che termicamente che, a causa di una
perturbazione interna, si porta da uno stato 1 ad uno stato 2. Per definizione di funzione di stato, la
variazione dell’entropia non dipende dal percorso seguito, ma solo dallo stato iniziale e finale, quindi ¢
possibile concepire un processo reversibile che riporti il sistema da 2 a 1. Per la disuguaglianza di Clausius

si ha:
74 °Q _ (1.20)

/ 5Q / 8Qree _ (L.21)

Il primo integrale é nullo poiché il processo é adiabatico, ovvero essendo il sistema isolato non subisce
trasferimenti di calore con 1’esterno.

/6%‘”<0:>/d5<0ﬁ51 S <0 = S2<9; (1.22)
2

O

Osservazione 3. A livello macroscopico se si effettua una trasformazione irreversibile, ’entropia del sistema
aumenta, mentre, a livello microscopico, non é detto che aumenti perché potrebbe diminuire.?

Teorema 6 (Terzo principio della termodinamica). L’entropia di un sistema a T = 0K ¢é una costante
universale che puo essere assunta pari a zero.*

38i pensi ad un mazzo di carte sparpagliato: se si raccolgono le carte ¢ altamente improbabile di ritrovarle ordinate.
4Come si vedra nella parte di meccanica statistica quantistica S(T = 0)  log(g).

&
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1.3. POTENZIALI TERMODINAMICI 9

Demone di Maxwell Paradosso: macchina che riduce I’entropia.

A B . 8

All’inizio T4 = T'g, il demone si trova all porta e conta le particelle facendo passare quelli piu veloci in
A e quelle lente le lascia in B. Alla fine si avrd Ty > Tg.
1l diavoletto deve capire chi é veloce e chi no, cosa si nasconde in questo 7 Deve immagazzinare informazioni
sulla sua memoria che permettono di capire chi é piu veloce rispetto a qualcosa. Come si risolve 7

Teorema 7 (Principio di Landaver, 1901). ® Non si possiede memoria oo, quindi ¢ necessario cancellare
slot di memoria per fare entrare altre informazioni. Questa cancellazione provoca un aumento di entropia,
cioé ha un costo. Piu precisamente cancellare un bit (0|1) costa

ASamb = KB lOg 2

1.3 Potenziali termodinamici

Un potenziale termodinamico é una grandezza scalare usata per descrivere lo stato termodinamico di un
sistema.
Si consideri una trasformazione reversibile:

dE = 6Q — §W (1.23)
dE =TdS — 6W =TdS = yidz; + Y _ ftad N, (1.24)

dove dx; rappresenta lo spostamente generalizzato e dN,, la particella a-esima.
Sia Penergia definita nel seguente modo E = E(S, {x;},{N,}), da cui
oF oF

T= 2 yi=—
oS (2N} ox;

oF
ON,

fla =+ (1.25)

S{zj2i,Na} S{zi,Ngza}

Dato che E, S, x;, N, sono tutte grandezze estensive si ha che A\E = E(\S, {A\z;}, {\N,}), da cui differen-
ziando in dA si ottiene:

OF OF OF
B\ = S =S\ + Z a—xixicu + za: mNad/\

oF oF 9E
E= %S+;axixi+z&:aNaN“

confrontando si ottiene ’equazione di Eulero

E=TS-> yiwi+ Y palNa (1.26)

differenziando

E =TdS+SdT =Y yidx; — Y xidy; + > p1adNa + Y Nadpta
TdS — Zyzdmz + ZuadNa =

=TdS + SdT =Y yidzi — Y xidyi + > f1adNa + Y Nadpin

5Uno dei principi da cui nacque la teoria dell’informazione (non dice nulla su come immagazzinare).

&
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10 CAPITOLO 1. TERMODINAMICA

0=SdT = xidy; + > _ Nadjia Relazione di Gibbs-Duhen (1.27)

Si consideri una trasformazione generica trascurando, per semplicita, campi em, polarizzazioni, . ..

dal primo principio dE =6Q — W

dal secondo principio ds > ?

0Q <TdS

dE + oW <TdS

dE <TdS + 6W sia 0W = pdV — pdN

\dEgTdS—pdVJrudN\

Proposizione 2. Se SV, N costante — dE < 0.

Definizione 7 (Energia libera di Helmholtz F').

F=E-TS dF = dE — TdS — SdT (1.28)

dE < TdS — pdV + pudN
dF +TdS + SdT < TdS — pdV + pdN
dF < —pdV — SdT + pudN

Proposizione 3. In una trasformazione isoterma la variazione di energia libera é uguale al massimo lavoro
possibile compiuto dal sistema col segno cambiato:

dF < —pdV 4+ udN — dF < —0W (1.29)

Proposizione 4. Per un sistema meccanicamente isolato e tenuto a T, N costanti, F' non cresce mai:

T,N,V costantt
—_—

dF < —pdV — SdT + pdN dF <0 (1.30)

Corollario 1. Per un sistema meccanicamente isolato e tenuto a T' costante, lo stato di equilibrio & quello
in cui F' & minima.

Definizione 8 (Energia libera di Gibbs G).

|G=F+PV=E-TS+PV (1.31)

dG = dF + pdV + Vdp = dE — TdS — SdT + pdV + Vdp
dG + TdS + SdT — pdV — Vdp = dE < TdS — pdV + pdN
dG + SdT — Vdp < pdN
dG < Vdp — SdT + pdN

Teorema 8. Per un sistema tenuto a T, N, p costanti, G non aumenta mai:

T,N,p costanti
_—

dG < Vdp — SdT + pdN dG <0 (1.32)

Corollario 2. Per un sistema tenuto a T, p costanti, lo stato di equilibrio & quello per cui G é minima.

H=FE+pV (1.33)

Definizione 9 (Entalpia).

&
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1.3. POTENZIALI TERMODINAMICI 11

dH = dE + pdV + Vdp

dE =dH — pdV — Vdp

dH — pdV — Vdp <TdS — pdV + udN
dH <TdS + Vdp+ pdN

Proposizione 5. Per un sistema tenuto a S, N,p costanti, H non aumenta mai:

S,N,p costanti
—_—

dH <TdS + Vdp+ pdN dH <0 (1.34)

U -7s F

e

+PV +Py

R
H -5 g

Quadrato di Born Per convenienza si indica E con U.

%4 F T
v G

S H P

Figura 1.2: Una Volta Facevo Tanti Giochi Poi Ho Smesso

Relazioni di Maxwell Le funzioni F,G, H,U sono affiancate dai loro rispettivi argomenti naturali,
ad esempio A = A(V,T). La derivata calcolata rispetto ad un argomento, tenendo fisso ’altro, si ricava
seguendo una linea diagonale a favore oppure contro il verso della freccia. Se andiamo contro il verso della
freccia sia un segno —. In questo si possono ricavare le 8 relazioni di Maxwell.

oFl _ g oF| _ _
ar |, v, 7

Relazioni differenziali Sommare i prodotto del differenziale delle variabili naturali per le corri-

spondenti variabili dei vertici opposti con + se la freccia esce, con — se entra (rispetto alla variabile
naturale).

dH =dS-T+dP-V =TdS+VdP dG =dP -V —dTI'- S =VdP — 5dT

Relazioni di Gibbs-Helmholtz Sia IV costante, allora valgono

a% (g) 'p - (1.35)
a% (i) = - (1.36)

&
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12 CAPITOLO 1. TERMODINAMICA

Principio di Le Chatelier: stabilita dell’equilibrio termodinamico

Teorema 9 (Principio di Le Chatelier). Ogni sistema tende a reagire ad una perturbazione impostagli
dall’esterno minimizzando gli effetti.

Si consideri un sistema chiuse A + B e si supponga di avere un gas di singola componente

.
——— e ———— e -
~
4
-

A pA7VA>TAaNA7MA
B B, VB, 1B, NB, i
Etot:EA+EB: Z Ea V;fot:ZVa Ntot:ZNa Stot:ZSa
a=A,B a « «

Si supponga di avere fluttuazioni® di E,V,N.

AFE:y = AVipt = ANy =0 poiché sistema chiuso senza reazioni chimiche
AE,=—-AFEp, AV4=-AVp, AN4yu=-ANp

a8, a8, a8,
ASpor = Z{ = + o + o ]
= OFE, Vo N OV Fo N ON, BV
si noti che
TdS =dFE + pdV — udN (1.37)
oS 1
V, N = costanti TdS =dFE — =— (1.38)
oE |,y T
oS P
E, N = costanti TdS = pdV — = — 1.39
, costanti D v oy T ( )
a8 I
EV = i TdS = —udN — == 1.4
, costanti ds ud N |, T (1.40)
combinando si ottiene
1 1 DA DB HA kB
ASipi = | — — — |AFE = - JAVy — | = — = |AN 1.41
Sret (TA TB> “(TA TB> Va <TA T ) (L41)
Se Ty =Tp,pa = pB, ha = pup viene assicurato 1’equilibrio in termini entropici.
Stabilita
Punto di equilibrio stabile =—> massimo dell’entropia
oS s . s .
Cyn = — >0 capacita termica stabilita termica
’ oT V.N
1 0V e s s s .
krn=—= — >0 compressibilita isoterma stabilitd meccanica
vV Op TN
3 gj’ifj AN;AN; >0 stabilita chimica
i, T, p,{Nyzi }

SNon cambia nulla se considero altri tipi di fluttuazioni.

&
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queste condizioni sono equivalenti a dire che
AS <0

cioé le fluttuazioni possono far decrescere 'entropia (altrimenti queste porterebbero il sistema in un nuovo
stato di equilibrio).
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Capitolo 2

Fondamenti di meccanica statistica di
equilibrio

Per descrivere un sistema macroscopico, Gibbs introdusse 'idea di ensemble statistico. Lo stato del gas che
si sta considerando puod essere descritto dalle:

3N coordinate canoniche qi,---,43N
3N momenti coniugati P1,..-,P3N
I' = spazio delle fasi {g;, p;} di dimensione 6N

Un punto dello spazio I' rappresenta uno stato dell’intero sistema di N particelle e ci si riferird ad esso
come punto rappresentativo.

Un numero di stati molto grande (in pratica co) del gas corrisponde ad una data condizione macroscopica
del gas stesso. Per mezzo di misurazioni macroscopiche non saremmo in grado di distinguere 2 gas che
si trovano in stati differenti (corrispondenti a 2 punti rappresentativi distinti) ma che soddisfano le stesso
condizioni macroscopiche. Cosi, quando si parla di un gas sottoposto a certe condizioni macroscopiche, in
pratica non ci si sta riferendo ad un singolo stato, ma, bensi, ad un numero oo di stati.

In altre parole, non ci si sta riferendo ad un solo sistema ma ad una collezione di sistemi identici in
composizione ma esistenti in stati diversi. Tale collezione viene detta ensemble e viene rappresentata
geometricamente in I' da una distribuzione di punti rappresentativi.

1. Ensemble microcanonico (E, N,V costanti): descrive un sistema isolato caratterizzato dall’avere E
costante e dal non scambiare materia o energia con il resto dell’universo.

2. Ensemble canonico (T, N,V costanti): descrive un sistema in equilibrio termico con il resto dell’uni-
verso caratterizzato dal poter scambiare solamente energia in forma di calore.

3. Ensemble grancanonico (T, u, V costanti): descrive un sistema aperto caratterizzato dal poter scam-
biare materia ed energia con il resto dell’universo.

2.1 Ensemble microcanonico
Un sistema macroscopico puod essere caratterizzato attraverso
e il suo macrostato (T,p,V,...) = termodinamica;

e una descrizione microscopica di tutti i suoi costituenti = microstati ({z;,p;}) del sistema

Siamo interessati al limite termodinamico

N
N — +o0 V = 400 v — costante (2.1)

15
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Ogni particella possiede 6 variabili (¢,p) = Microstato: conoscenza delle 6 variabili della singola
particella.

Stato del sistema: {@i}i=1,...~ {Piti=1,..N
La dinamica é governata dall’hamiltoniana del sistema H ({g;, p;}) mediante le seguenti 6 N equazioni:
.,  OH
qi = 7
op;
o (2.2)
bi=—55
og;

risolvendo le equazioni di Hamilton si conosce il microstato. Infatti, un microstato ¢ un punto nello spazio
delle fasi I' 6-dimensionale.

Molti microstati differenti sono connessi ad un singolo macrostato. Il numero di tali microstati da una
misura del peso statistico di tale macrostato.

Definizione 10 (Media temporale).

T
A= 1 [ adaoy e (2.3

dove T rappresenta il tempo di osservazione. Tipicamente il tempo di osservazione ¢ molto maggiore del
tempo microscopico.

In teoria si dovrebbero risolvere le equazioni di Hamilton, ricavare g(t), p(t) e poi calcolare A ma risulta
impossibile per un sistema con tante particelle. Gibbs propose di sostituire la media temporale con la
cosiddetta media di ensemble.

Definizione 11 (Media di ensemble).
(A) = Ja¥q [ d¥p A({ay, {py)p({d}, {P})
JdVq [ dNpp({a}, {p})

dove p({q}, {p}) e la funzione di distribuzione I', ovvero

(2.4)

p({q}, {p})dY pd" p = numero di copie del sistema associate ad un volume infinitesimo in I'

La media temporale e quella di ensemble sono uguali ? In generale no, ma noi supponiamo che sia
sempre vero.!

Ipotesi ergodica : A= (A)

Si supponga che il numero di particelle si conserva e questo implica ’esistenza di un’equazione di continuita
(fluido incompressibile) nello spazio delle fasi che p deve soddisfare.

U= ({62}7 {171}) velocita generalizzata
o 0 . .
= i — divergenza generalizzata
aq; " Op;
p
—+V. 0
T GO

oo () 5 7)) =0
Z@’+Z(§5q o) ¢ 2.0 (8% g];)_o

= Z(aaqq a*p’) 2.0 @gf aigf)zo
Z)+;(g§i@+§;ﬁ)o

Hpotesi verificata nei nostri casi di studio.

&
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dp . s .
% 0 Teorema di Liouville (2.5)

Osservazione 4. In generale p = p({q;,7i},t), ma noi non mettiamo la ¢ poiché %’t) =0.

Si assuma che p dipenda solo dall’energia (ipotesi ragionevole: sistema isolato).

Teorema 10 (Postulato di uguale probabilita a priori). Quando un sistema isolato & in equilibrio termodi-
namico, il suo stato puo essere qualunque tra quelli che soddisfano le condizioni macroscopiche del sistema,
ognuno con la stessa probabilita.

Questo postulato vincola la forma di p.

Definizione 12 (Distribuzione microcanonica).

costante EF < H<FE-+A
= . . (2.6)
0 altrimenti

dove E rappresenta ’energia del sistema, A lincertezza sull’energia con A < E.

Per ricavare il valore della costante bisogna imporre la condizione di normalizzazione:

[ [ apoa. ) =1 (2.7)

La funzione di densita p descrive, quindi, I’ensemble microcanonico.

Definizione 13 (Entropia).

] S(E) = kg logI'(E) \ (2.8)

dove T'(FE) rappresenta il volume nello spazio delle fasi occupato dal sistema ad energia E, ovvero
[(E) = / dNgdNp (2.9)
E<H<E+A

I' dipende anche da V,; N, A e possiede le dimensioni di un’azione. Si pud dimostrare che le seguenti
espressioni di .S sono equivalenti:

S(E) = kplogl I= / d¥gdN
E<H<E+A

S(E) = kplog¥® ¥ = / dNgdNp (2.10)
H<E
S(E) =k logw(E) w(E) = O
dove w(E) rappresenta la densita degli stati, infatti
[D(B) =%(E+A) - %(B)| = [I(B) = w(E)A| (2.11)

Dimostrazione. S deve soddisfare le seguenti proprieta:

1. Additivita
Sistema 1+ 2: H = Hy + Hs interazioni trascurate, £ = E1 + Fy

S(El) = kB lOgF(El) S(EQ) = k’B IOgF(EQ)
Per definizione I'(E) = I'(E1)T'(E»), da cui

S(E) = kB IOgP(E) = kB IOgP(El)F(EQ) = kB logF(E1) + kB IOgP(EQ) = S(El) + S(EQ)

&
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2. Estensivita
Suppongo che E; e Es si conoscano a meno di un A e, quindi, ’energia totale risulta compresa tra F
e B+ 2A:
E<E +FEy,y<E+2A

Ci sono diverse possibilitd per sommare F, + F5 ed ottenere Eioy = F.
0<E,E5<FE supponiamo che lo spettro sia limitato dal basso (2.12)

Se E =10,A =1 si pud avere

Ei=1 Ey,=9
E1 =2 E2 =
E1 = 3 EQ = 7
ovvero
E/A

[(E)~ Y Ty(Ey; = E)T(Ey = E — Ey)

E/A
S(E) ~ kplog Y T1(Ey = E))['(E, = E — E)

i=1
Si considerino i valori E; e Fy per i quali T'(E) ¢ massimo.

T(E)T(B,) < T(E) < 2 I(B)T(B)

g

log [ E1)I'(B) < log () < log  + logT(Ex)'(E2)
S(B) =~ S(Ey) + S(E) + log &

nel limite termodinamico

L(E)~(...)N S(E,),S(Ey) ~ N
E~N log E ~ log N
quindi
| S(B) = S(Ey) + S(E>) + O(log N) | (2.13)

3. 2% legge della termodinamica
La 2% legge della termodinamica afferma che, se un sistema isolato subisce un mutamento dello stato
termodinamico tale che gli stati iniziale e finale siano in equilibrio, ’entropia dello stato finale non
é pin piccola di quella dello stato iniziale. Per il sistema che si sta considerando gli unici parametri
macroscopici indipendenti sono N, V, E. Per definizione N ed E non possono cambiare per un sistema
isolato, quindi, pud cambiare solo V. Poiché V' non pud diminuire senza comprimere il sistema e con
cio turbando il suo isolamento, V' pud solo aumentare.

= S(F,V)eé una funzione non decrescente di V'

Proposizione 6.

[S(E) = —kp (logp),, ..

(2.14)

&
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Dimostrazione.

e TG e () (P log pe (). ()
S = T ot e = T R G . () 1)

[ dNqd"N p(costante) log (costante)
B [ dNgdNp(costante)

=—k

= —kp log (costante)

ricordando che

1
/ dNGdN P pm.c. = (costante)T(E) =1 = (costante) = ——
E<H<E+A

I'(E)

dunque

S(FE) = —kplog =kplogT'(E)

1
L(E)

2.1.1 Condizioni di equilibrio

Determino ’equilibrio tra i sottosistema 1 e 2
[(E) = T(E)I(Ey) Ey+Ey;=E
Sistema isolato: 0FE =0 = 0E; +0FE; =0

s |ree)] —0
E1:E1,E2:E*E1

9 {F(E )O(E )] =0

BT Rt | PR

_ 0T _ . or
[(Es) TE‘ll B +T(EY) TE?
E;

= {F(El)r(EQ)}

E1=E:,Ey=E—E;

=0

o5
0F

oS

= condizione di equilibrio
El aEQ q

B

19

(2.15)

Sulla base di tale condizione, si definisce a posteriori il concetto di temperatura (in accordo con le relazioni

di Maxwell):

89S

T=22
OF |,

(2.16)

da questo segue che E e E, sono tali che T3 = T,. La temperatura T di un sistema isolato ¢ il parametro

che governa I’equilibrio tra un punto ed un altro.

&
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Se i due sistemi non sono in equilibrio, dopo essersi messi a contatto ’entropia aumenta:

dS >0
0581 085,

1 1
— — — |0F; >0
(Tl Tz) '
questo vuol dire che

Ty >Ty — 6E1 >0
T <T = 5E1<0

ovvero il sistema cerca di termalizzare spostando ’energia per riequilibrare.?

Equilibrio meccanico Si supponga che Vi, V5 possano cambiare per massimizzare ’entropia a 77 = Tb
(ignorando la variazione di S rispetto all’energia).

V=Vi+W 0V =0Vi+6Vo=0

seguendo calcoli analoghi si ottiene la seguente condizione di equilibrio

051 085
— == 2.1
oV, 0V, (2.17)
definendo la pressione®
oS
=T — 2.18
P v, (2.18)
allora si ottiene
p1 = Pp2

Osservazione 5. Si consideri ’entropia S = S(E, V') con N fissato

08
dE + ——
v ov

oS
as = B av

E

1 D
= —dFE + =dV
ds Td Td
dE =TdS — pdV

cioé ritrovo il 1° e il 2° principio della termodinamica.

2.1.2 Derivazione della termodinamica

Si consideri un sistema isolato di volume V' ed energia E con un’incertezza A < E.
1. calcolare S = kplogI'(E) a partire dall’hamiltoniana;
2. invertire e ricavare E = E(S,V);
oS

i _ 9OF i T 98| _ _ .
3. determinare la temperatura T' = 3 ‘V e la pressione p =T 57|, = — 57 55

4. calcolare tutti i potenziali termodinamici.

2Dove fa pit freddo arriva I’energia e si scalda.
3dE =0 =TdS — pdV

&
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2.1.3 Teorema di equipartizione

<ngz> = 6;;ksT (2.19)
dove x; puo essere ¢; o p; con i =1,...,3N.
Dimostrazione.
H 1 H
)~ T o 5)
- F(lE)AaaE H<E dNidNﬁ<mig‘Z‘) N
si noti che (E é costante):
(,;?Ej [2;(H — E)] = 6;;(H — E) + xla(}g;ﬂ_ E)

allora

si osservi che

Lj

[ @ - 5] =0
H<E

poiché rappresenta un integrale di superficie sulla frontiera della regione H < E e su di essa si ha il vincolo
H — E =0 (teorema della divergenza).

1 0

co= e A0y dNgd"p(E - H) =
T(E) 08" Jyp® T PE T
dij 0 N N
= — dVqd p(E— H) =
oB) OF Jy o (
dij / NN~ O
w(E) Ju<r w(E)
= -2 -N(E)= J = J =
% (E ox(E 9
6557 : E(IE) a(E ) gplog ()
0i
= kBiBS(JE) = 0;;ksT
OF
O
Teorema del viriale Sia ¢ = j, z; = ¢; allora dal teorema di equipartizione si ha che:
oOH 3N
<qjaq,> = kgT = —(g;p;) = KgT = |- <qupj> = 3NkpT (2.20)
j j=1

&
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Teorema di equipartizione dell’energia Molti sistemi fisici hanno una hamiltoniana che, mediante
una trasformazione canonica, puo essere ricondotta ad una forma quadratica

f1 f2
H = Z A;P? + Z B;Q? A;, B; costanti (2.21)

i=1 i=1

si noti che
0H 0H
op, 24l g, ~ B
sostituendo
PR VLS ]
2 P ‘or, 2 P L 0Q;
f1 f2 f1 f2
OH 0H
2(H) = P— i— ) = kT kT = kT
(H) ;<’8Pi>+;<Q26Qi> ; B +;B (fi+ f2)ks
ovvero
(H) = ngT (2.22)
dove f rappresenta i gradi di liberta del sistema.
Osservazione 6 (Paradosso).
. OF fk:
v = 25| = 5kB
oT|, 2

Il numero di gradi di liberta, in principio, cresce moltissimo e, quindi, ¢y dovrebbe essere infinito (cresce
lineare con N). Questo ¢ falso sperimentalmente e puo essere spiegato mediante la meccanica quantistica:
i gradi di liberta si manifestano solo quando ’energia ¢ sufficientemente alta per eccitali (cio¢ T dovrebbe
essere piu grande delle frequenze tipiche).

In conclusione

0Bl f :
cv=on L EkB valido solo per T' > 1 (2.23)
2.1.4 Gas perfetto
N2
H = ;:1 o S =kplogX(E) (2.24)

si introduce la costante h, che possiede la dimensione di un azione (momento-spazio), per rendere X
adimensionale.

E(E)—L/ dN*dN*—VN/ dN*—VN/ asN
- N H<E ! - 3N H<E p_hSN >3 p2<2mE P

dalla (A.16) si ottiene

S3N pi<2mE SN pi<V2mE
3N/2 3N/2

T T
e (2mE)3N/? = T
Ny €T

Van (R = V2mE) = (2mE)3N/?

&
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segue che
VN 3N/2
S(F) =kplog¥(F) = kplog I:hBN(SN)| (2mE)3N/2} _
5 )!
log (3N 1 3N 10, (3N 3N
g5 )= 5 los (5 :
VNIN/2(9mE)3N/2 3N 3N SNk
_kBlog|: 13N :|_2kBlOg<2>+ 5 —
‘V773/2(2mE)3/2 3N 3/2 3Nk
= Nkplog _h?)]—Nk‘Blog<2> +T:
[V 73/2 3/2 3/2
= Nkplog m l 3Nkp -
i h? 3N 2
[ (4nmBEN\*?]  3Nkg
= Nkpglog V<3th> } + 5
4rmE\*?1  3Nkg
— |S(E,V) = Nkglog [V(W> } +35 (2.25)
Si ricava:
o Energia

S 3 _ . [y (4mE a/2

Nk 2 & 3NRL2

o (AmmEN S 3
3INLZ TP\ Nk 2

drmE _ 5 /4
N2 v/ exp{

~1
3Nkp }

b SNE 25,
_ . B
Armv23 P\ 3Nkg

e Temperatura

_9E

oE| 2
= 35| =

v 3Nkg

T

EF = E:gNkBT

e Pressione

oE

P=" v

2 23
= (-2 )E= " NkpT = [pV = NksT
; <3V) 3V 2B P &

2.1.5 Paradosso di Gibbs

Riscrivo la forma dell’entropia:

4rmE\*?]  3Nkp
S(E,V) = Nkglog [V( SN ) ] o=
E\%? 4rm\*?  3Nkp
= Nkplog [V<N> }+Nk310g<3h2) >
siano
B E kel 47m 3/2 3kp
YT 0T B8 gn2 2

&
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da cui

S(E,V) = Nkglog (Vu*?) + Nsg (2.26)

Si considerino 2 gas ideali di N7 e Ns particelle (N = Nj + No) rispettivamente tenuti in 2 volumi separati
V1 e V5 alla stessa temperatura 7' e densitd p. Si vuole determinare come cambia ’entropia del sistema
composto dopo che si permette ai 2 gas di mescolarsi in un volume V = Vj + V5, cioé si vuole determinare
I’entropia di mixing.

ASmix _ Sziootpo _ Stp(ftima
SPHmS = 81 + Sy = Nkps log (Viug/®) + Nakp log (Vaul'?) + N
StwP® = Nikp log (Vui)m) + Nokplog (Vu§/2) + Nsg

. . V V
ASdiversi = Nikplog ( —-ui/® ) + Nakplog | —u3/®) >0
Vi Va
Se i 2 gas sono diversi, questo risultato é sperimentalmente corretto.

Il paradosso di Gibbs si presenta se consideriamo il caso in cui i 2 gas sono identici. Dato che il modo
tramite cui si é ottenuta la ASnix non dipende dall’identita dei 2 gas, si otterrebbe la stessa variazione
di entropia. Essendo le particelle uguali, lo stato prima e dopo sono indistinguibili, cioé si dovrebbe avere
AS =0 (Pentropia non sarebbe una funzione di stato altrimenti).

Gibbs risolse il paradosso in maniera empirica postulando che si fosse commesso un errore nel calcolo
di (F) e inserendo il cosiddetto fattore di conteggio corretto di Boltzmann 1/N!:

1 N = N =
2(E) = 738 /H<Ed qdp (2.27)

in questo modo si ha
S(E,V) =kglogX(E) = kplog 2?4 (E) — kglog N! ~
~ kplog 2" (E) — kglog N + kN =
= Nkglog (Vu®/?) + Nsy — kglog N + kgN

— | S = Nkplog (vu®?) + N5 Equazione di Sackur-Tetrode (2.28)
dove
v E ) 4xm\*? kg

L’espressione trovata é stata verificata sperimentalmente come ’entropia corretta di un gas ideale ad alte
temperature.

L’equazione di Sackur-Tetrode non cambia ’equazione di stato e le altre funzioni termodinamiche del
sistema perché il termine sottratto é indipendente da 7' e V. Per quanto riguarda il mescolamento di 2
gas differenti, essa predice ancora il risultato ottenuto precedentemente. Invece, per gas identici si ottiene
quanto voluto (essendo v lo stesso prima e dopo):

Asidenti(‘,i =0 (230)

mix

Osservazione 7. Non ¢é possibile capire classicamente perché si debba dividere ¥ (E) per un fattore N! per
ottenere un conteggio corretto degli stati. Dal punto di vista quantistico gli atomi sono intrinsecamente
indistinguibili nel senso seguente: uno stato del gas & descritto da una f.d.o. di IV particelle che é simmetrica
o antisimmetrica rispetto lo scambio di 2 particelle qualsiasi. Una permutazione delle particelle puo al piu
cambiare la funzione di un segno e non produce un nuovo stato del sistema. Sembra ragionevole che
Pelemento dp dg dello spazio ' corrisponda non ad uno ma a dpdg/N! stati del sistema.

Osservazione 8. Su puo ricavare il conteggio corretto di Boltzmann dimostrando che nel limite di alte 7" la
meccanica statistica quantistica si riduce alla meccanica statistica classica con il conteggio corretto.

&
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Bagno

Energia (Ambiente)

Sistema

Figura 2.1: Sistema+ambiente = Universo = sistema isolato

2.2 Ensemble canonico

Si vuole descrivere un sistema non isolato, ma in equilibrio termico con un sistema piu esteso (ambiente).
Quindi, ’energia E varia mentre la temperatura T' rimane costante.

Osservazione 9. Tra il sistema e il bagno possono avvenire scambia di energia, ma si pud dimostrare che la
quantita di energia scambiata é poca. Infatti, nel limite termodinamico, ’ensemble canonico coincide con

quello microcanonico (§E — 0).

Sistema N7 particelle Ny >1 N1 < Ny
Bagno Ny particelle No>1

Dato che I’Universo ¢ isolato, posso trattarlo mediante l’ensemble microcanonico.
E < FEg+ Eg < E+2A (Es < Ep)

Dai risultati precedenti si é capito che sono importanti solamente i valori F;, E5. Si assuma che Ey > Fj.
In generale € ragionevole pensare che:

ps xTp(Ey) =T(E — Es) = / d" qp d"pp
E<Es+Ep<E+2A

Dato che ci si aspetta che siano importanti solo i valori nell’intorno di Eg = Eg e che Eg <« E allora si

puo sviluppare:

0
vo=FE,xr=FEg=F — Eg f(ac):f(ar:o)—l—a—if (x —x0)+ ... Ep~FE, Eg < E,E
=0
dSp(E E
]fBlOgFQ(E—Es):SB(E—Es)%SB(E)— M ES:SB(E)—i
JOEp Ep—FE T
FQ(E _ ES) ~ 6S2(E)/kB efES/k?BT
~——
indipendente da Eg (costante)
ovvero
e 1
ps({ds}, (7s}) = e Pl oD f= (231)
kT
Osservazione 10.
1 1 0 1 0 0 0 0
= — df = ———=dT — = ———kpT?*— = -T— — =-T—
b=t = V= "ie ™ = P = Tin™ T or ar ~ | op ar
Definizione 14 (Funzione di partizione).
7 = /dN(j’dNﬁ*e—ﬁH({lf}v{ﬁ}) (2.32)

&
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Di solito la funzione di distribuzione viene scritta come

p({@}, (7)) = %ewmm,m)

Proposizione 7 (Media canonica).

[ dNGAF Apean _ [ ANV A1

(A) == / dNgdNpAePH

- JANGdNPpean — [dNGdNpePH T Z

2.2.1 Derivazione della termodinamica

Definizione 15 (Energia libera di Helmholtz).

1

= —kpTlogZ = 3

log Z

é una grandezza estensiva

H, 5~ Hy + Hy nessuna interazione
Zl+2 ~ 7Ly — F1+2 ~ F 4+ Fy

Adesso verifico che descrivere tutta la termodinamica:
Z= / dNgdNpe P
plogZ _ /dN(j'dNﬁe—,BH
1= /dN(j»dNﬁe—ﬁHe—logZ
/ d¥gdNpe et =1

/dN(j‘dNﬁe,B(FfH) =1

0 N = N > B(F—H) 0
— - 1
3ﬁ/d qgd'pe a5
N 7N BIF—H({75))] L
dVqd pe ’ F—H({q,p})+ﬁ8fﬁ =0
oF
1-F—<H>+1-ﬂ%—0
oF
F—<H>—T8—T—O

ricordando il risultato ottenuto in termodinamica, F = U — TS, identifico*

or

ottenendo: F =U —TS.
Inoltre, definendo

si ottiene tutta la termodinamica.

48i ricordi che con U si intende I’energia E.

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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e Entropia
oF
S=- T L —kp (log p) (2.38)
e Energia
U—<H>——Elo Z (2.39)

2.2.2 Fluttuazioni di energia: equivalenza ensamble canonico/microcanonico

Si vuole dimostrare che I’ensemble canonico é equivalente a quello microcanonico nel senso che, sebbene
I’ensemble canonico contenga sistemi di tutte le energie, la stragrande maggioranza di essi possiede la stessa
energia. Per fare questo si calcola la fluttuazione quadratica media dell’energia nell’ensemble canonico.

9(B) 9BoE) 1 D 1/ s
NV=T9r T ar 98 | kg2 op|Z dpdq H e -
1 102 1
- |9z -BH | 2\ -BH| _
kBTQ[ ZQGB/dpque +Z/dpdq( H%e ]

_ 1 2-om _ 1 _[(LOZ)1 —pn| _

_kBTQZ/dpqu e T2 {(Z@ﬂ)Z/dpque ]_
1 1 0 1

kpT? <H2> + kpT?2 [(% 10gZ> <H>] = kpT? <<H2> - <H>2)

Oovvero

(H?) — (H)* = NkpcyT? (2.40)

Per N — oo quasi tutti i sistemi dell’ensemble hanno energia (H)

H) ~
@NL Nz
(H) VN

Risulta istruttivo calcolare le fluttuazioni nel seguente modo

Zz/dpdqe_BH Z/dEw(E) e PE — /dEe—ﬁE—Hogw(E) _

:/dEefﬁEJrS(E)/kB :/dEefﬁEJrﬂTS(E)

Osservando che S, E < N, allora ne limite termodinamico N — oo si puo applicare il metodo di punto sella
per stimare questo integrale:

f(E) = —BE + fTS(E)

&
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impongono condizioni di massimo

of
1) == =0
OF | 5
oS
_ T 2| —
50T 5g| =0
as 1 = . . . -
—| == = U=FE il valore del punto di sella & I’energia interna
OFE|; T
o f
2 _ <
) o= <0
0 08
= T=
aE( b+h aE) <0
%S
o <0
0 (1 1 0T Jé; 1
T B — = — Pl — = — = —
B oF (T) . ﬁTT2 9B, Tev KT v < 0 wvero solo se cy >0

dalla (A.17) si ottiene
7~ 66[7E+TS(E)} V2rkaT2 ey
o BF _ 65[—E+TS(E)] N ey
_BF = log {66[—E+TS(E)] \/m}

F= —%ﬂ[—E +TS(E)] - %log \21kgT? cy

_ _ 1 1
F=FE-TS(E) - kT logey — SkpTlog 2rkpT?

O(log N) O(1)

‘F%EfTS(E) +(9(10gN)‘

Questo calcolo dimostra che ’entropia canonica e quella microcanonica differiscono per termini di ordine

O(log N).

2.2.3 Gas perfetto

3N o 1
. i _ 3N 3N _—BH
H= E Z = W/d qd’pe

7 = _L BN g B3N p e BT H_ l T 43N -85 _
- ! @ pe = v L pe -
=1
_Wv/fwe—fzw_wv oo\ (L fmm\ M
~ B3NN p “BNNI\WTTE) T N\RV 3 -

:i I 2mm 3N
N! h2p

Definizione 16 (Lunghezza d’onda di de Broglie).

hp h (2.41)

A= =
2rm  \2amkgT

&
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segue che
1 /N3N
e Energia
(E) ——ﬁlo Z——E[Nlo V —3Nlog A — log N!] —3Nilo A=
3N 0 3N1 3N
IR N R

=$<E>:;A%BT

e Energia libera di Helmholtz

1 N \% 1
F=—-logZ=——1log— +—-logN!=
B B oTA B
N Vv N 1%
z—ElogF—FElogN—NkBT:—NkBTlogW—NkBT:
V (2mmkpgT 3/2
e Pressione
OF 0 (N \%4 1 0 1
=— —| =4+—|—=1log—+ =logN!| = NkgT—1ogV = NkgT —
T av, +6‘V(6°gx3+5°g ) By o8 51y
pV = NkgT

e Analogamente per le altre grandezze termodinamiche

2.2.4 Distribuzione di Maxwell-Boltzmann

La distribuzione di Maxwell-Boltzmann é una conseguenza banale della probabilitd di Boltzmann: P;
e PEi_ Poiché siamo interessanti alla probabilita di trovare particelle con velocita di modulo |#], & necessario
integrare sulle variabili angolari (6, ¢):

1 2 Jo, A2 Feo >
dp = — d3—» —Bp*/2m _ Q / d 2 ,—pp*/2m _
/:ﬂp)z) ZL/ pe CrmkgT) [, P

47 oo 2
_ d 2 ,—Bp~/2m
(27rkaT)3/2/0 pp-e

ovVvero
F)dp= 5t

PO = ormk s T3/

p=mv — dp =mdv

47'(']92 e—ﬁpz/QnLdp

1 - muv 2 m
f(v)dv = Wélﬂ'(mv)Qe Blmv)™/2my, dy
2 3/2
f(v)dv = 47r(2ka) 2 e Amv /2,
TMRpB

3/2
_ m 2 o m 9
fw)dv = 47r<27rk;BT> v exp{ 2kBTU }dv

&
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2.3 Ensemble grancanonico

Sebbene gli ensemble canonico e microcanonico diano risultati equivalenti, si pud affermare che ’ensemble
canonico corrisponda concettualmente meglio alle situazioni fisiche. Negli esperimenti non si ha mai a che
fare con sistemi completamente isolati e neppure si misura mai direttamente 1’energia totale di un sistema
macroscopico. Di solito si trattano sistemi con una data 7, cioé un parametro che si € in grado di controllare
sperimentalmente. Per lo stesso motivo non si dovrebbe specificare esattamente il numero di particelle di
un sistema macroscopico perché non lo si conosce mai con precisione: tutto quello che si puo ricavare é il
numero medio di particelle.

Per questo motivo si introduce ’ensemble grancanonico, nel quale i sistemi possono avere qualsiasi
numero di particelle, con un numero medio determinato dalle condizioni esterne al sistema.®

Universo

Sistema grande (G)
EN

Sistema piccolo (S)

Bagno esterno (B)

Sistema piccolo + sistema grande + bagno: microcanonico
Sistema piccolo + sistema grande: canonico

Sistema piccolo: grancanonico

N = Ng 4+ N¢g V=Vs+Vp costanti
Ng > Ng Va > Vg
N > Ng, Ng V> Vg, Vs

dBquSNp
Hgiq=H~ Hg+ Hg Zs a(V,T,N)=Z(V,T,N) = / NN e PHs+a

Si isoleranno i termini che derivano da valori differenti di Ng in modo tale da non preoccuparsi pit su quali
particelle sono in Vg fintanto che ve ne siano Ng.

N
N 1
Z(TV.N) = 3 (Ns> R3(Ns+Na) N1 /dSNSQS d*Nspg e s /dBNGqG d*Nepg e e =

Ng=0
. N! 1 3Ns 3Ns —BHs 3Ng 3Ng —BHg
- Z NS!NglhB(NSJFNG)N!/d gsd”pge /d g d*"Cpge =
Ng=0

Z d*Ns g5 d*Nspg o—BHs d*Ne g d*Nepg o~ BHG _
h?’NSNs thcNG!

Z Zs(T, Vs, Ns) Za(T, Va, No)
Ng=0

La probabilita relativa p(qi, p1, N1) che via siano Ny particelle in V7 con coordinate {qi,p1} € pari a

N, L e s [ dNeqqd®Nopg sy,  Zo e PMS
pPsS (anpS) S) Z thSNS hBNGNG! - 7m

5Questo ¢ analogo al caso canonico dove ’energia media di un sistema ¢ determinata dalla temperatura del serbatoio di
calore con il quale si trova a contatto.

&
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dove il fattore 1/Zg deriva dalla condizione di normalizzazione

N
Z /dBNSQS d*Nops ps =1
Ng=0

ricordando che

1
F:fglogZ = Z=¢PF

si ha

W = exp{—B[F(Ve,T,N¢) — F(V,T,N)] }

dato che N > Ng, V > Vg si puo sviluppare

F(Vg,T,Ng) — F(V,T,N) = F(V — Vg,T,N — Ng) — F(V,T,N) ~

oF OF
() (BB,
(aVG> VG:V( S) aNG NG:N( S)
OF oF
=—| = Vo — | =—=— N,
<6VG> V=V 5 <8NG) Neg=N °
Definizione 17.
OF oF
p=-2 p= 28 (2.43)
V|1 No=N ON |1 ye—v
sostituendo
ZG(VG7 T7 NG)
W = exp{—ﬁ[st - ,UNS]}
quindi
Zg e s 8V —uNg) € 1S ~BpVs BuNs € TS
pS(qS?pS’NS):7h3T]VS!:e S sze Se SW]\]'S!
Definizione 18 (Fugacita).
z = ePr (2.44)

Adesso si omette il pedice S poiché il sistema G puod essere dimenticato eccetto per il fatto che esso ha
temperatura 7', pressione p e potenziale chimico p.

o~ BH{a}.(7}.N)

po.e({@}, (P} N) = 2N e PPV —— o — (2.45)

Normalizzazione:

o —BH{T}{F}.N)
3N, 3N | N _—pPV € _
C E /d pd q{z e —aNNT =1
N=0

[ee] dSdiqu e*ﬁH({‘j‘}»{ﬁ}»N)

Nz(T,V,N *BPV/ =1
CNZ::OZ (T.V.N)e WNNI Z(T,V,N)

=1

oo

Ce PPV N 2NZ(T,V,N) =1
N=0

6[-ZPV

APVZz =1 =
Ce = C =

&
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Definizione 19 (Funzione di partizione grancanonica).

(oo}
Z(T,V,2)= Y 2N Z(T,V,N)
N=0

(2.46)

di conseguenza

. B e—BH{a}.{P}.N)
pg.c.({a}, {0}, N) = Ne PP —— e —
. Z(T,V,N) 5 e PHUTL{FLN) 2N Z(T,V,N) .
N) = = N
pg~0.({q}7{p}7 ) Z z hBNN'Z(T,‘/,N) Z pCan({Q}7{ﬁ}a )
N e BHPa) N Z(T,V,N)
Pg.c. (¢, N) = Z TR3NNT =z Pean(p, 4, N)

Risultati utili

e Condizione di normalizzazione

—BH
_ ,N ~BPV e ?
Pg.c. = B3N NI

o0
Z /dpdqu.c. =1
_ dpdq _
BPV N BH __
> [ et =

efﬁPVZZNZzl
N=0

Z = PPV

PV

e Numero medio di particelle

o Y NZNZ(TV,N) N NZNTLZ(T,V,N)
fr— — Z
> N—02N Z(T,V,N) S _ 2N Z(T,V,N)

0
(N)=2 —logZ
0z TV

e Energia media

1) Shco N ZTVN) S5 () N ATV, N)
B Z?VO:OZNZ(T’V’N) B Z?\ZO:OZNZ(Tv‘/vN)

(H) = — 885 log Z(T,V, z)

V,z

&
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¢ Granpotenziale®
Q=E—TS—uN
G(T,p,N)=F(T,V,N) +pV
poiché estensiva: G = Ng(T,p)

oG

p= v =9, p)
ON Tp

uN = F +pV

uN =E —TS +pV
E—-TS —uN = —pV
Q=—pV

1
Q= —BlogZ = —kpTlogZ

e Entropia
o0
S T .

2.3.1 Fluttuazioni di N
Proposizione 8.

0 0

2 /ar2\ 2_,9( 0
o? = (N?) — (N) S (Zaz log Z) (2.47)

Dimostrazione.

d( 8 0 0 (S G ANZ(TLVN)

zaz(zazlog2> 282<N>—282<NEZ:ONZ(TVM) )—
o A72 N-1

B Z N7 Z(T,V,N) 1 0Z

Z0,V.e) P os

ZN NZTVN)]

N=1

:iNgzvz(TVN) (162)ZNNZTVN)

= Z(T,V, ) Z 0z =
B,
N — —(2=-1log 2 N2NZ(T,V,N) =
-0 - 5 (sgeez) 3
a3 — NNZ(T,V,N) , , NS
= (V%) = (N) 32 g = () = (N = () -
O
Osservando che
log Z = BpV

z =Pt — dz = BePPdu = Bzdp

0 0 1 0 1 92 V 0%p
e _9(z29 A 7o P 4
Zaz(zazog ) 523H(523Mﬂ ) 5o P = G

62
32

ovvero
(0N?) = kpTV—

6In analogia con F = —kpT log Z.

&
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Si ricordi che

_ OF(T,V,N) _OF(I,V,N)
b= v H=7oN
dato che F' ¢ estensiva: F(T,V,N) = Nf(T,v) conv =V/N MVoeo, O(1).
_OF of ov
[ ) ﬂ—aw—a(v,T)+NavaN =...
Vv v 1% v Vv 1%
VSN N T TN NaN—N<‘N2>—‘N—‘“
_ of _ of
”'_f(’U?T)_’Ua’U = /J“_f(’U?T)_’Ua’U
OF of
.p:—iz—i
aVv v

op _of | of OFf o*f
v Qv ov v(“)v2_ v(“)v2

Op _Op(0vN _ (LPLN (N (LPNN(_ PP\ 1
o ov\ou) ov? )\ ov N Ov? V2 o
Op _ 0 (1\_ 1ov_ 1/op\"_ 1
o2 op\v)  v2op w2\ v w2

1

o (-
SRE] @)

Compressibilita isoterma  kp = fia—v = 1 (829 = 1 (3]3 81}) 1 = 1 (8}7) 1
V Op VAoV V\ov oV v \ v
=1/N
1 1/ap\ kr
T _1)21)((%) T2
0? kr kr

k
0 02 = kpTVIEL — oV — ey TN L — kpTNEL
Op? 02 v2 v

In conclusione

0 0 9?p kr
2=, (25 log 2 ) = kpT = kpT (N) L
? Z@z(zaz ©8 B V@/ﬂ 5T (N) v
segue che
o VN 1 Nowo .
—_-— = — ﬁ
N N Wi — 0 (K finito)

Osservazione 11. In condizioni normali k7 > 0. Si puo dimostrare che esistono situazioni dove kr = 0, si
tratta di punti legati alla coesistenza di fasi (si ha un plateau nel diagramma delle fasi p — V') e, quindi,
alle transizioni di fase. Se kp < 0 allora il si sistema ¢ instabile: non puo essere!

&
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2.3.2 Gas perfetto

dB3Nqd*Np 2 L NVN g N A
521‘ i/2m — — | —
z= Z / W3V N = )\3NZN!( )

oo M N=0 AP
Q= —kpTlog Z = —kBT‘;;
(N) = z% log Z o = z%% = z%
z = )\VP’ (NYy = p=kpTlog <<N‘>/>\3)
E:f%logz ~~:g<N>kBT
log Z — VF p— sostituendo espressione di oV = (NY kT

2.4 Spin non interagenti in un campo magnetico

Si considerino NN spin indipendenti tra loro immersi in un campo magnetico B:

- Z uBo; o; =+1 variabili classiche
o; =+1 spin allineati
o; =—1 spin antiallineati

si introducono le seguenti variabili”

NENT—‘y-Ni

TLENT—Ni
Ny spin up o=+1
Ny spin down o=—1

|E=—uB(Ny — N,) = —uBn|

N

N+n=2N; = Ny = ;"
N —

N-n=2N, = N, = — -

Numero di possibili configurazioni: 2V

e Microcanonico

= v~ () = e

ricordando ’approssimazione di Stirling

log N!~ NlogN — N

"La variabile n descrive lo sbilanciamento di spin.

&

3
_ eVz/)\

35

(2.48)

(2.49)

(2.50)
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I" ha un valore massimo per lo stato n =0

Sn:O

N! N
’ zlog{ ] = log (N!) — 2log <'> ~
W )e 2

~ N log (N) —N—2[];710g (Z) - ];7} +O(logN) =

N
:NlogN—N—N10g5+N+(’)(logN):

= Nlog Nl/2 +O(logN) =
=log 2" + O(log N)
Questo mi dice che quelli che contano sono gli stati bilanciati
Sp—o ~ kplog 2N

Adesso si consideri il caso n < N:
N! N+n n
log (T'!) = log { (N;n)!(NQ_n)! } log N! — log 5! log 7!

N+n N+n+N—|—n N—n N—-n N-—-n

~ NlogN — N — 1 - 1 =
o8 2 %72 2 5 Ty T3
N N N — N —
= NlogN — +nlog tn_ nlog n_
2 2 2 2
N N
= Nlog N — +nlog(Z\H—n)—I—%logQ— log (N —n)+
N
+nlog2:
N _
= Nlog N + Nlog2 — +n10g(N+n)— nlog(N—n):

N N
= Nlog N + Nlog2 — ;_nlogN—;_nlog<1+;\L[>_

-n n
1 1—-— )=
ox(1-5)

N+n n N—n n
=Nlog2 — ——1 1+— ) — 1 1-——
og B og(—I—N) 5 og( N)

€2

log(1+e):e—§

N
n log N —

Q

— Nlog24+ - _
o8 +2N N
2
n
— Nlog2— -
8BS ON

si € trovata una distribuzione gaussiana centrata in n = 0 e di larghezza v N

T(N,n < N) ~e /2N (2.51)

&
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Adesso ricavo le seguenti grandezze

on

OF

1 0S| 8S

T  OE|y 9n|y

dove

(2.52)

da cui

uB N +n
o M2 )
kT Og(Nn)

N+n

2Y =1

s (55)
NJrn: 2y
N—-n
N —n=e¢2Y(N +n)
N(1—e V) =n(1+¢*)
1—e™2Y
1+e2Y

B
n = Ntanh (Y) = N tanh (&)

—n

n=N

questo significa che la magnetizzazione é data da:

B
M = ny = Nptanh HZ paramagnetico (2.53)
kT

e Canonico
Per semplicita non inserisco il fattore 1/N!

N

N N
Z = Z exp ﬁZ,uBUj = H Z ePuBoj — H(eBMB _|_6—BMB) —
oj=%1 j=1

j=lo;=%1 j=1

(eﬁuB + e—BuB)N

magnetizzazione

> (0,3 01€xp{B Y pBoj} eBuB _ o—BuB
M=p (o5) = s (o) = Np Z =Nu G B
j
uB
M = Nyutanh [ ——
prian <I<:BT>
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Capitolo 3

Sistemi interagenti: metodi
approssimativi

Tecniche approssimative per trattare sistemi interagenti:
e espansioni perturbative: gas diluiti, alte T', basse T, ...

e espansioni non perturbative: transizioni di fase

3.1 Equazione di Van der Waals

Si consideri un gas interagente

2
D5
H:Ziﬂ-V(ql,,qN)

— 2m
j

7 = ﬁ/qu'dNﬁe—ﬁH(@m — h3]\17Nl /dNﬁe_ﬂijJZ'/2m/dN(j'e_ﬁV(‘Tlv“v‘TN)

ricordando che

1 1 N 1 2 3N/2
/dNﬁe—ﬂEjp?/Qm: (/dﬁeﬁﬁ2/2m> _ ( 7T’ITL)
h3N N h3N N h3N N1 B

si ottiene

3N/2 3N/2
_ 1 (2mm N =BV (@ndn) — L (27T
Z_N! (hz,ﬁ) /d qe = NI\ 773 AN (3.1)

dove

ZNE/deefﬁ‘/(i"hm,fN) (32)

e Energia libera di Helmholtz

1 1 1 /20m\*N27 1
F=--logZ=——log|— —zlogZ
5% Bog[i\”<h25> } poEoN

39
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e Energia interna

U= 886 1ogZ = 385 log (;)3]\[/2 886 logZN -

= k;BT2i log (k:BT)3N/2 _9 log Zy| =
oT )] v

:kBT2gki%_aaﬁ 1OgZNV_

= gNkBTf % log Zn ,

e Pressione
p=— g—‘}; T—kBT %logZN ;
Vv %
N]Z;BT N 6?/ log Zn|
gas ideale V(%) = NZ:;T =
Suppongo di avere una interazione a 2 corpi
V(T,....@x) =Y (@ — 7)) — Iy = /dee B, v(F—7)) (3.3)
i<j

Quello che si cerca ¢ una relazione iterativa:

INt1 = /dedfe_B i (@) =B, v(@imTy) -

. i AN 7 dit e BEim v(@=T)) (~BE,; v(@i—T))

N = _BZL U(fl—f]) _
defe_BZi<j v(Zi—T5) /d xre <j

_ </d56ﬁ2§\’1 U(ffj)> 7N
N

Introduco 'approssimazione di gas diluito: se ho 2 particelle vicine allora tutte le altre sono lontane
da loro e queste ultime sono lontane tra loro.!

. i e i

8

i 7ok . @ ‘
jle/ . = 1

i

Si No No

Questo equivale a chiedere che & sia al piu vicino ad una particella Xi, ma non alle altre:

[d#dN e P EivE=Xo)

VN IN

ZN+1 ~

ISe il gas ¢ estremamente diluito, ovvero tutte le particelle sono distanti tra loro, si avrebbe: Zny1 =V ZnN.

&
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41

Questa viene detta approssimazione di campo medio.

1 AN
Inei ™ oy U dz (/ dge-ﬁvw-y)) } Zn (3.4)

Siamo passati dall’avere un sistema completamente interagente ad uno con una interazione a coppia

L N RS
/di" [/ dijePE=T) 11 — 1} = /df [V— /dg (1 —~ e—ﬂv(x—w)]

correzione del volume

Adesso si supponga di avere potenziali centrali

si definisce

quindi
a N a N
VAN F(V-—a)V| Zy = 7(1—-=) Z 1-—1\ Zz
N+1 VN |:/dl‘(V a)] N /dl‘( V) N V( V) N
2 N(N-1)
a a a P)
7=V Zo=V|1—-=)Z Zs=V(1-=] Z In~VN (1=
1 2 ( V)1 ’ ( V>1 : ( V>

Osservando che

N(N-1)/2 ,
(]. — V> = eXp{N(N2+1) log (1 — ;)} M} exp{]\; ]Og (]_ _ a)} m) e*N2a/2V

\%4
si ottiene
Zy = VN g Na/2v (3.7
sostituendo
4 Vo N _—NZ2a(T)/2V
= log Zy| =~ ——logV @
NkgT ~ N av “N| “ N oav ®" °© -
vV 9 V a [ N2a(T) V N2q
= N T gV — (28— 200
Noav ot T Nav oV ) HYE
pV Na(T)
=1 3.8
NksT T Tav (38)

+oo b +o00
a(T) = 47r/ drr? {1 — eﬁ”(”)} = 471'/ drr? {1 — eﬁ”(r)} —|—47T'/ drr? [1 — 65”(’“)} =
0 0 — b

=0
4 Foo
= gﬂ'bg + 471'/ drr? [1 — eﬁ”(r)}
b

&
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v(r)
Approssimazione di sfere rigide
v(r <b) =+

Figura 3.1: Tipico potenziale intermolecolare con ’approssimazione di sfere rigide

1—e P ~ Bu(r)
4

Se alte T (8 — 0) :

Volume di una sfera di raggio b W= gwb?’
definisco
[t
D=—-—— / dr4mr? v(r) T>1 (3.9)
kg Jy
segue che
D
a~V,— T (3.10)
sostituendo
pV ~1 &2 pV zl—i—ﬁV—ﬂg
NEkpT 2V NkpT 2V 2V T
confronto con I’equazione di Van der Waals:
a
<p + V‘;) (V —by) = NkgT (3.11)
V= pby 4 G Cwbu o
p POy % V2 - B
oy n P . a n a
NkgT NkgT V NkgT ~ V2NkgT
pV Dby Qo 1
A _ o =—
NkgT +NkBT VNkBT+ <V2>
pV by, A 1
=14 —-————+0(—=
NkgT + v VNk:BT+ <V2)
L2 . . . .
Ay = §N kgD pressione interna attrazione tra le particelle
N
by = > Vi volume escluso non compenetrazione tra le particelle

Per ricavare il punto critico (p., V¢, T) si osserva che, fissato (T, p) si hanno in V'

3 radici per T < T,
3 radici coincidenti per T' = T,
1 radice per T' > T,

&
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pc [

Ve 4

Figura 3.2: Curve isoterme. Per T' > T, monotone decrescenti.

dunque, vicino al punto critico, I’equazione di stato di Van der Waals assume la forma

(V- V)2 =0 soluzione con degenerazione 3 (3.12)

V3 —3V2V, +3VV2 - V2 =0 -condizione di degenerazione 3
(pc + %) (V —by) = NkgT  equazione di Van der Waals al punto (T, p.)
{V3 — 3V, +3VV2-V2 =0
Qw  Quwby
eV —bype + — — — NkgT =0
De De + v V2 B
V33V V2 4+3VAVE-VE=0
w whw  NkpT
V3 b, V2 ey o Dt TEB pr g
Pe Pe Pc
V33V V2 43VAV - V3 =0
NkgT w wbu
V3 (bw+B>V2+aV—a =0
c De Pc
NkpT
3V, = by, + ka
Pe
3y2 = v
Pc
V3 — oy by
‘ Pe
sviluppando i calcoli si ottiene
8 oy 1 Aoy
- w_ - = V. =3b 3.13
¢~ 97b, Nkp Pe= 572 ¢ (3.13)
Si introducono le seguenti quantita scalate
__ P - T -V
= — T=— V=— 3.14
P= e T Ve (3.14)

che permettono di riscrivere ’equazione di Van der Waals nel seguente modo

<p+ ;’2> (f/ - ;) = gf (3.15)

questa equazione ¢é indipendente dai dettagli del gas.

&
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Legge degli stati corrispondenti: l'equazione di stato espressa in termine delle grandezze ridotte
(p, T, V) é valida per tutte le sostanze.

Da questo si era capito che nei punti critici si ha una sorta di universalita, trascurando dettagli e forma del
potenziale.

3.1.1 Regione instabile e costruzione di Maxwell

T>T,

T=T,

. N o
Regione
instabile

| T<T,

1
regione instabile: 5—5 ; >0 kr = 7 ({;—‘; . <0 (compressibilita isoterma)

L’instabilita della regione segue dall’aver assunto che il sistema sia omogeneo, la costruzione di Maxwell
serve a correggere tale instabilita.

1. Si supponga che 2 differenti stati del sistema di Van der Waals coesistono: stessa p, T
2. lenergia libera F' & minima all’equilibrio

F=-— / pdV (dF = —pdV — SdT)
isoterma

liquido v

~
N

A, o \U!
Pc| ____. @ \\\\ @ Fy oo
A\ \\\‘ !
E \\Al\ \ :: gas Stessa tangente
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Per avere un’energia libera F' minore (stabilita), si impone di stare lungo la stessa tangente.

oF oF S _
~an ., =— v, . condizione: p; = p2 = p,
8—F = - h tangente comune
oV rv, V2—VNi
or|
- 87V1 . =D1
oF |  FK—F
Ml Va-Wi
Fy — Fy
-
p1 (Vo = V1) = —(Fy — F1)
Va
n(Va=va) = [ “pav
Vi

— (=%

3.2 Espansione in clusters e cumulanti

2
H= Z % + Z u(|7 — 7)) potenziale centrale
7

i<j
_ 3 (2mm NP1 VammkgTNY 1
N'\ n28 NN h NTUNTASN N
dove
A h lunghezza d’onda di de Broglie
= — 77
r V2rmkgT & &
Zy = /dNFeXp =B v =) o = /dNFHe_M(m_FjD
i<j i<j
Si ¢ interessati ad una espansione perturbativa utilizzando il formalismo grancanonico:
+o0 N +o00 N 1 00 1 66“ N
Z(T,V,p) =Y 2NZ(T,V,N)=> e NTaN 2N = > N'(Ad> Zn
N=0 N=0 T = T
+oo N P
Z(T,V,‘LL): ﬁZN COHAE)\T
N=0 T

Si introduce la funzione di Mayer:

fij = e BulTi—T50) _q (3.16)

da cui
ZnN = /dNFH(l + fij)
i<j

Definizione 20.

W (7, .oin) = [J(A+ fij) (3.17)

i<j

&
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Wy =1 1 termine
Wa =1+ fio 2 termini
Wi = (1+ fi2)(1 + f13)(1 + fo3) 8 termini
Wy = 64 termini
Numero termini di Wy = oN(N+1)/2
+oo )\N
— | Z(T,V,p) = Z m/azNFWN(ﬁ,...,FN) (3.18)
N=0 "~

Lo sviluppo in clusters serve a semplificare il calcolo dei Wiy sfruttando il fatto che molti termini danno lo
stesso contributo nell’integrale.

N vertici di un grafo fi; connette i vertici (i, j)
Esempio 3. N =4, (fi2, fo4, f31) =7

4 )

= (dpde 47 Lr-ad0Eg3))

Tanti grafi danno lo stesso risultato: ridondanza.

L= ]

Come se fossero 2 grafi
composti da N=2

Si pud dimostrare che é possibile fare solo gli integrali corrispondenti a grafi completamente connessi,
cioé in cui tutti gli NV punti sono collegati tra loro: in altre parole, se tolgo uno qualsiasi dei vertici e le
connessioni tra gli altri punti con questo allora il grafo con N — 1 punti rimane connesso. Dunque, si cerca
una topologia in cui togliendo un punto, essa rimane completamente connessa: mi basterd cosi fare gli
integrali solo su questi tipi di grafi.

Calcolare questi grafi all’ordine N equivale a scrivere l’equazione di stato come uno sviluppo (serie di
potenze) della densita, che rappresentera il nostro parametro di controllo, all’ordine N.

Scrivo la funzione di gran partizione Z tramite un espansione in cumulanti:

+00 ¢
A I .
Z(T,V, ) exp{zgl/dfr Up(7ys. .., T } il [Z /dfru ) (3.19)
=1 k=0

dove Uy(71, . .., 7¢) rappresenta la funzione di cluster.

&
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Per comodita si introduce?

11

by = ——
T av

/dﬂ o dF U7, T (3.20)

sostituendo nell’espansione in cumulanti

“+oo
Z(T,V,p) = exp{V >N bg} (3.21)
=1
da cui
—+o0 Q —+o0
Q=—kpTlog Z = —kpTV » Nby=—pV = p= 7= kT > Nb
=1 =1
N)=— — — =k T ANby = DN
N ==Gl. ALY Z z Z
BuN ¢ Bu ¢
D) —p(Bely - L n
6u )‘T )‘T k’BT
combinando

kBT ZB@ ( ) espansione del viriale (3.22)

L’espansione del viriale é un’espansione perturbativa, in particolare ¢ uno sviluppo in potenze della densita
(N)/V e non ¢ detto che converga.®? La grandezza B,(T) va determinata a partire dai by.

Z)\ )\[ bg -1
L P

espando le sommatorie ed eguaglio termini dello stesso ordine in A

DA + b2 + b \d +
biA 4 2bo A2 + 303 A3 + . ..
Sia by = 1 per definizione

1+ b + b3 A% +
1+ 2bo A + 36372 +

= By + By (b1 A+ 2bo0% +3b3\3 +...) + B3 (by A + 26,02 + .. )2 + ...

=By + By (A 4+ 20207 +3b3\> + ... ) + B3 (A + 26X + ... )2 + ...

osservo che

14 ba) + b3 \? 1
T 3 ¢ 3oz — (LT A+ 0N s
1 ~ 2bg + 6b3 A A
T4 2000 13002 (11 20oA £ 300202 |,
1 (6bg)(1+ 2bo) + 3b372)2 — (2b + 6b3A)2(1 + 2bo + 3b3A2) (2hs + Gbs))
~a (1 + 2boh + 3b502) e

1
=1 2bah — 5 [6b3 — dby(262)]A* = 1 — 2bpA + 4B3N° — 3bsX°

L+ boX + b3\?
1+ 202X + 3b3A?

(1 + b\ + b3)\2)(1 — 2bo A + 4b2)\2 - 3b3/\2)

2La presenza del fattore 1/V compensa il fatto che I'integrale sara o V, in quanto scopriremo che U, sono grafi connessi.
3Nelle transizioni di fase, di solito, fallisce perché si deve fare una trattazione non perturbativa.

&
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segue che

~1 gas perfetto

~ A By = —2by + by
By = —by Van der Waals
~\2 20y By + Bs = 4b3 — 3bs — 2b3 + b3
Bs 4 2by(—by) = —2b3 + 202
\33 =4b§—2b3\

Relazione tra Wy e U,

Adesso confronto le definizioni della funzione di gran partizione, dalla (3.18) si ha che:

Z = Z /dN’FWN(’I“l,...,_'N> ==

2 3

ey A A Lo .
= ]_—‘y—)\/dT'Wl(Tl) 2| /d?’ld’l’g WQ(T177’2)+y/drldTQdT;jWg(Tl,’l’g,’f’:j)+...

mentre dalla (3.19)

= { /dZFUg(Fl,...7 } k' (Z /de/,_"u 7’17..., )) =

400 yp +00 ¢ 400 yp

( A /d"m{) ( A /d%b@) +< A /dffug) +oe=
NS A3 e o

:1+)\ drlul(r1)+§ d7’1d7’2]/{2(7’1,7‘2)+§ dTldngT3U3(T1,T27T3)+"‘+

1 A2 S| 8
+2|(>\/dﬁul(ﬁ)+Q'/dﬁdfgug(ﬁ,?g)+...> +3,<A/daul(m+...) b=

A2 A3
:1+)\/d7'1ul( )+?/dfldFQUQ(Fl,F2)+g/d’lz’ld’lz‘Qd’ﬁgL{g(’lz‘l,FQ,Fg)+
+ — ( /d’l“ld’l“gul( )Lll(rg +/\ /d’l‘ld’l“gd’r?,ul( )Z/[Q(TQ,T3)+ .)"r
1
+ 3'()\3/dFldFQdfgul(Fl)ul(Fg)Ul(ﬁg) +> +...

si puo riscrivere Uy (7 ) Us (72, 73) in una forma simmetrizzata

Uy (T1) Uz (T2, 73) = [Z/h( U (P2, 7)) + Uy (Fa)Ua (1, 73) + Uy (Fa)Ua (71, 72) ]
confrontando i termini dello stesso ordine in A
Wi(r1) = Us (71)
Wo (71, 72) = Ua (71, 72) + Us (T1) Uy (T2)

Wg(’Fh 7o, 773) = Z/{g(’l“l, T2, 7“3) + U, (’F ) (’I“Q, 773) + U, (FQ)UQ(Fl, 773) + U, ('F?,)Z/[Q(Fl, FQ)"’
+Z/{1( )Zxﬁ(rz)ul(F)

N -1

N—« «
1 N!
Wn =Un + E [ E ﬁuplum ...Upa(S(Nf E pw)} (3.24)
Pa= o =1

|
a72 — pP1:p2: ...

&
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Uy grafo connesso con N siti;

1/a! conta le permutazioni nei sotto-cluster

a=2: U1 Us, U Uy
a=3: ulz/IQu?,, U2M1u3, UQZ/[gul,

N! tiene conto di tutte le possibili combinazioni di coordinate;

p1l,pal, ..., po! tiene conto degli scambi;
N!
p1!7p2!a RN} a!

o Uy Uy, ... U, grafi disconnessi con m < IV vertici

serve a contare gli 71,75, ...,TN;

Significato di Wy e U,
Per definizione:

Wn(F1, ..., TN) = H(l +fij) con f;; = e~ PeUImi=751) _ 1

i<j

Ws=1 + fi, + fis + fas + fizfasz + fisfos + fisfiz + fizfosfa
A N N S N

L4
1 2

Graficamente si sono disegnati N vertici, ciascuna f;; € una linea che connette 2 vertici ¢, j.
W ¢ la somma di tutti i possibili grafi (connessi e non connessi) con N vertici connessi da M linee

M:O,l,...,%N(Nfl)

Quando si integra sulle coordinate, alcuni contributi coincidono:

jggg:zggws:.',%/ w3 A
-

NoR  coNNESS) CONNE S\ —2 JM;

2

/ W = somma su tutti i possibili grafi

/ U = somma sui grafi connessi

Interpretazione della funzione di gran partizione
Adesso valutiamo la funzione di partizione esplicitamente

Wy =Y [[w

{me} ¢

dove

% : vincolo Zﬁmg =N
)

{my} : grafi connessi con ¢ vertici

HU@: sotto-grafi
¢

&
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quindi
zv= 311 [@¥ru= Y TJ(ve)"
{me} £ {me} £
aggiungo un fattore di molteplicita associato a {my}:

N!
[T, [(e)yme my!]

e N! ¢ il numero totale di permutazioni;

e /! tiene conto del numero di permutazioni all’interno di un dato cluster, ad esempio

U(71,75) U(T, 1)

e my! rimuove il conteggio multiplo associato allo scambi dei U, ad esempio

U(T1, To)U(T5, Ty) U(F3, Ta)U(T1, T2)

N! m
Zn=> Tl i @ WW (VO )™ =ZHW(WW ) sze

{me} £ {me} £

utilizzando ’ensemble grancanonico si puo eliminare il vincolo sulle N
+oo
)\N

> N Z Y Mg e (VB 8 N2 fm) =

o N o N {m@}e

:Z)\NZH ng mzé Zéme

N=0 {mg} ¢

= ST e
{me} ¢ e
+oo 400

S5 (w2

ml—O mo= 0

ﬁo{ f M} Hexp{V)\ be} =

Z

{=1 *my=0
+o00
= exp{VZ A bg}
/=1

ho trovato, cosi, la solita espressione per Z.
Questo equivale a dire che bisognare contare solo i grafi, le parti disconnesse sono gia risommate e non
si deve fare il calcolo esplicito.

Calcolo dei vari coefficienti B

B =1

1
By = —by = Q,V/dﬁdm?/b(?‘lﬂ“z /dT1d7‘2f |71 — = —i/dff(f)

2
Bs = 4b2 — 2b3 :4<—2/dff(r)> - 3'V/dT1d7"2d7"3U3(7"177“2,7"3)

&
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M, s 3L +4 AN

M /dﬁdmd?ﬁ%f = 1 —73))
N—_——

R
3V </ d7‘1d7"2d7"3f |7"1 - 7"2| 7?3‘) f(|F2 - FBD) =

1
=g ([ ardraar 105 7 707 = 70 17 73

Si puo dimostrare che

B,=—— 72)| E < / grafi n vertici che rimangono connessi togliendo un vertice e le sue connessioni>
n —2)!

B =--4

v AN
54:—-—/1\——/ +@%‘ +
X X X
X X X
3.3 Funzioni di correlazione e termodinamica

Z 2m; - Zvij

1<J

1
p(Fl’ . TN) = Ee_’gziq v(riz)

<A> = /dN’FA(’FlaaFN)p(’FlaaFN)

oo

la densita media locale di una particella & data da

<Z§ > N/drg AN p(7F, Ty .o TN) con /anl(F) =N

analogamente si definiscono le varie funzioni di correlazione

N N
i=1

J#i

&
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pitt in generale
. . N! . L . N! 1 - L y
TLk(T’l,...,Tk) = M/di+1 ...dTNp(Tl,...7’I"N) = (Nk)'Z/dTIH'l ...d’I’NE BZ’KJ"U”
— : — VLN
Adesso si va a dimostrare che le proprieta termodinamiche di un gas di particelle dipendono solo da ns (le
altre non servono).

e Energia totale (con sistema invariante per traslazione)

3 0 3 1 0Zn
<E> = <Ecinetica> + <Epot> = iNkBT - % IOgZ = iNkBT - E 86
1 0Zn 1 0 g
9N 2 9 gm L dity e P i v =
Zn 0P ZNaﬁ/ et e
1
:72/dFl...dFN’Uijei'BZKjvij =
N <
1 NN -1 7,
= D [ ) et Bt =
N
1IN(N -1 7
= 57(2 ) /dFldFQng APy U(ﬂj)eiﬁzkjv(”j) =
N
1
= §N(N— 1)/d771d772d’r_"3...dFNU(ﬁj)p(F17...,FN) ==
1 I S
= 5/drldrg v(F12) n2(71, 72)
3 \%4 R - S L
(E) = iNkBT + ) drv(7) na(7) con r =1y —7ry (3.26)

e Pressione (con V = L3)

oF 1 0

=— | == Z1ogZ
P="%v|,~ Bav ®N|,
B 1 0Zy 1 0ZnOL 1 0Zy [0V "
—logZn="—FF=—"F =57\ =+ =
ov Zy OV Zy OL OV~ Zyx OL \ 0L
_ L OZy (OLNTN 1 Oy gy L L 02
" Zn OL \ 0L " Zn OL T Zn 3L2 OL
_ 1 LoZy
© ZNn 3V 0L
0Zy 0 L L B, v(Fi—7])
9L —61;[/0 dr1~--/0 dry e i =

4 N g i B (L |7 —751)
=— |V / dF1-~-/ diry e P 2ei<i VITiTT } —
Si[v [

13 13
= %VN/ df'l.../ dr'n 6_ﬁ2i<]‘”(L\ﬁ—ﬁ|)+
0 0

9 13 13
+VN[VN/ dm---/ difn eﬂZiqv(Lmry)] _
0 0

oL
L7,

OL L@Fij
3 3
3N g [t L ow(mi;)\ 3
L LO 0 ; J 87“1]

&
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1 L 0Zn 1 L 3N ﬁ/ ov( m]
= YAN _ dri...d i
Zn3V 0L Zn 3V[ N rN; Ky
L 3N (7 R
= 3V ﬂ /drl dTNZ<r” a7 Yu\Tij) >p(7“1,...
1<J i
L3N B [, L N(N-1)/_, Ov(7iy)
= — — = [dr...d e
V| T L) " o,
L [3N O (T Lo
= W T - % dry dis <T12 (7:,12)) n2(r1;r2)] =
_g_ﬁ/dﬂdﬂ 9v(r12)
-V s T1dis | T2 1 7’177"2
NkgT 1 L Ou(7 Lo
= VB 6V drdisy (7‘12 . 3(1?1122)) n2(7’177‘2)

Adesso si ricava una formula ricorsiva per ng

- =

ne(71,72) =

——=ng(f1,7) =

87’1

N(N —1)
ZN
N(N=1) 8
ZN
N(N —1)
ZN

NN 1)
ZN

N(N =1)

—p

[ ..
/dfg...dFN [877
1

0

-8 7

N(N —

-p

—p

— BN(N

[P

N

aU(F12)

or

-

87"1

81}(7‘12)]

or

D f iy | 2

v(m

>

Jj=3

e /d’ﬁ@, . drN e_ﬂ i v(Fi)

87”1

{87«1 Z v(7;) ] =B v(Ti) —
i>2

Zv(ﬁj)] e B ic; v(Tiy) —

) + i
87“1
j>3

Ov(T12) /d_' iy e~ By v(Tig) _
8’1"1

v(m)} BT o)

N(N_1)/df3...dip(a,...fN)—

_1)/dF3...dFN [8‘;

(911(7"12)

] na (7, 72) — BN(N —

Jjz3

Zv(aj)} p(F1, ..., 7N)

s [ 253

1)/dF3dF4 L diy (N —2)

31} 7'13

}n3(7?177?277?3)

81}(7713)
ory

) 3*52i<1‘ ”ii] =
) p(Fb N ,FN):|

/dF3 cdiy e P i ) = N(N - 1) /df’g o dPN (. TN)

61711(7?177?2):

—

=B [Viv(Fi2]na (71, 7) — 5/d7?3 [Viv(Fi3)] n3 (71, 7o, 75)

53

(3.27)

(3.28)

A causa della presenza del termine ng (77, 7, 73 ), questa é un’equazione differenziale non chiusa. Per ricavare
tale termine bisogna iterare quanto fatto

0
— ny

8’/‘1

da cui emerge un fattore n4 e cosi via.
La ricorsione crea una gerarchia di equazioni differenziali in cascata che non si chiude, aumentando
ogni volta 'ordine. Queste equazioni prendono il nome di equazioni di Born-Green, mentre la gerarchia

&

(T177?27F3) -
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viene detta gerarchia BBGKY.* La gerarchia si chiude effettuando opportune approssimazioni, ovvero

facendo un troncamento.

—

nQ(FhFQ)nZ(FhF?)) ’I’LQ(FQ7T3) (3 29)
na (71) ma (72) o (7) '

Approssimazione di Kirkwood ng (71, 7, T3) ~

Tale approssimazione descrive la bassa densita ed interrompe la gerarchia BBGKY all’ordine 3.

O O o0

) @)

o\ o¥ No

Significato probabilistico: sia p(X:l7 Xg, X:g) la probabilita di avere una particella in Xl,. ..

(X1, X2, Xs) = p(Xs3 | X1, X3) p(X1,X,) teorema di Bayes
p(Xs | X1, X5) = p(Xs3 | X2) suppongo 1 e 3 indipendenti (bassa densita)

—
—

LS L L X5, X S
PR, Koy Ka) = p(Ky | Ko) pl(K, Xo) = P2 X2 g )

p(X2)
dato che 1 e 3 sono indipendenti
S o . S X, X
PR, £a) = p(R0)p(RKy) — LELN) g
p(X1) p(X3)

allora sostituendo

4Bogoljubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon
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Capitolo 4

Transizioni di fase e fenomeni critici

4.1 Termodinamica delle transizioni di fase

Una transizione di fase ¢ una trasformazione di un sistema termodinamico da un dato stato della materia
ad un altro come una conseguenza della variazione di una qualche quantitd termodinamica.

transizione di fase < discontinuita di qualche quantita termodinaimca
Esistono sostanzialmente 2 tipi di comportamento:
1. cambia lo stato del sistema (gas <> liquido <> solido);

2. qualche proprieta termodinamica cambia con discontinuitd (paramagnete <> ferromagnete, solido >
solido): la simmetria del sistema sta cambiando.

Classificazione di Ehrenfest!: una transizione di fase ¢ di ordine n se la derivata n-esima del potenziale
termodinamico é discontinua.

e Ordine 1: derivata prima discontinua

oS
calore latente S = — —| discontinua n=1
oT »
esempio: solido/liquido, liquido/gas.
e Ordine 2: derivata seconda discontinua
m magnetizzazione h campo X suscettivitd magnetica
oF .
m=—— continua
oh
om
= — discontinua n=2
oh

esempio: paramagnetico/ferromagnetico.
Questa classificazione presenta alcune problematiche:
1. non spiega il concetto di rottura di simmetria;
2. non tiene conto di alcuni tipi di discontinuita (ad esempio divergenti, logaritmiche,. .. ).

Si é superato in questo modo la suddivisione in n classi per passare alla classificazione di Ginzburg-
Landau dove ci sono solamente 2 tipi di transizioni di fase:

1. transizioni del I ordine n = 1 (calore latente, ...);
2. transizioni continue n > 2 (la derivata prima di F' e G ¢ continua).

Tutto cid che non rientra nelle transizioni di I ordine, vengono messe in quelle continue. Un sistema che
presenta transizioni di fase continue € caratterizzato da un certo grado di universalita.
Osservazione 12. Nella classificazione di Ginzburg-Landau non si trovano transizioni di fase topologiche.

lEhrenfest fu il primo a classificare le transizioni di fase.

35
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Evidenze sperimentali

e Fluido di Van der Waals

CONTINUA T
F )
CONTINUA
solido liquido -\—C - - W,
R T owne gas liquido
gas
\
L
N f- Sc S¢ 8

0.33
lp+ —p—| ~ [T = T
kp ~ |T =T,
Cy ~ |T—Tc‘_a

e Sistemi magnetici

CONTINUA

e Analogamente per superconduttore/metallo normale, superfluido/liquido normale.

Quello che si osserva, quindi, ¢ la presenza di leggi di potenza descritte dai cosiddetti esponenti critici.

4.1.1 Teoria di Yang-Lee

Yang e Lee spiegarono, partendo dalla funzione di partizione Z, in maniera piuttosto rigorosa quando si ha
una transizione di fase.

Le transizioni di fase si manifestano come singolarita nelle funzioni termodinamiche. Come emergono
dalla funzione di partizione ? Per un sistema con un numero finito di particelle NV in un volume finito V/,
Venergia {E,} (ovvero i possibili valori dell’energia) ¢ discreta.

ZN = g e BEn positiva e analitica per g > 0
n
Le transizioni di fase si verificano solamente nel limite termodinamico

N
V = 4+ N — 40 v — costante

&
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Figura 4.1: Potenziale di Lennard-Jones: attrattivo per r > rg, infinitamente repulsivo per r < rg.
Si supponga di trattare un sistema di particelle come un insieme di sfere rigide con il tipico potenziale
intermolecolare di Lennard-Jones
Il numero massimo di particelle dipende dal volume V' M=MV)

Dato che Zn(V) = 0 per N > M in quanto v(r < rg) = 400, allora si puo scrivere la funzione di gran
partizione come un polinomio di grado M in z = e* > 0

M
Z2(z,T, V)= NZN(T V) =14 22:(T,V) + 2 Zo(T, V) +--- > 1 (4.1)
N=0
Per il teorema fondamentale dell’algebra si hanno M zeri per Z: &1, &o,... &\

2(2) = ﬁ (5N - Z) 2(0) =1 (4.2)

o\ &N

Dato che Z(z) € R per z € R, le radici devono presentarsi come una coppia coniugata (;, f;): in generale
non ci sono radici reali positive.
Dal formalismo gran canonico si ha

PV _
kBT—logZ
0
N=z—logZ
25 log
kgT
=—logZ
p % g
LN _ L 0z eV
vV TV e © 20.log 2

per un qualsiasi V finito, sia p che v sono analitiche in z: p necessita di essere analitica in v (in particolare
per valori reali di v). Le funzioni termodinamiche sono cosi libere da singolarita e possono essere stabili.

Sia p > 0:
Op Op 0z <k‘BT 0 > (81} >1
—| == =] =(—F=logZ || =—
vl 0z Ov|p V 0z 0z |
v 7V3z log Z + z0%log 2
0z (20, log Z)?
kT O d.1og Z + 202log Z\ "
= (BB T gz ) (- 2 -
( vV 9, 8 ) < v (20, log Z)?
_ _ksT 22 (0, log 2)3 <0

V2 9,log Z + 202log Z
1
aZIOgZ:E(Zl-FQZZQ—F...) >0

&
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1 9V
kr = v 8717 ., >0 sistema stabile
Le singolarita, quindi, si manifestano solo quando V' — 400 con v fissato:
p . 1
—— = lim —logZ
kBT Vl—I>noo \% o8
(4.3)
1 I 1 0 log Z
- = lim —=z—1lo
v VeV Caz 8
Osservazione 13. Per scambiare limite e derivata é necessario avere una convergenza uniforme.
Le transizioni di fase sono controllate dalle distribuzione delle radici di Z nel piano complesso z.
Teorema 11 (Lee-Yang 1). Il limite
1
~(z) = lim —logZ 4.4
Foo(z) = lim 7 log (4.4)

esiste Vz > 0 ed é una funzione continua e non decrescente di z. Inoltre, non dipende dalla forma di V a
patto che la superficie non scali pit di V2/3.

Teorema 12 (Lee-Yang 2). Sia R una regione del piano complesso z che contiene un segmento dell’asse
reale positivo e non sono presenti radici di Z.

Im(z)

?\e (af
A \ R

X%

X X
@/\ coevie D\ X
Lavicn

Figura 4.2: Regione di interesse fisico: Re{z"}. Gli zeri non si trovano mai sull’asse reale (per ora non ci
interessa perché z € R).

Allora, in R, la funzione

%logZ (4.5)

converge uniformemente per V.— +o0o e tale limite é analitco Vz € R.

Osservazione 14. Le transizioni di fase a livello formale sono connesse con la possibilita che emergano degli
zeri nella funzione di partizione grancanonica rigorosamente nel limite termodinamico.

Nel caso di limite termodinamico pud succedere che esistano degli zeri che si avvicinano all’asse reale e
collassino su di esso: cid comporterebbe dei problemi per quanto riguarda la convergenza uniforme (non si
pud garantire lo scambio tra limite e derivata). Questa situazione é collegata alle transizioni di fase.

Una fase termodinamica ¢ definita da quei valori di z contenuti in una data regione R (teorema 12) e
la corrispondente equazione di stato risulta essere:

p(z) _

kot~ =) (46)
L _. %% ¢ '
v(2) 0 Fool2)
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si puo dimostrare che la fase & stabile in quanto

dp
>0 — <0
p dv

Se R include 'intero asse z € RT, allora il sistema esiste in una singola fase.

p(z) v~1(2) p

Z Z \'4

Figura 4.3: Viene ricavata p = p(v) eliminando z.
Invece, se uno zero di Z si avvicina ad un punto zg > 0 con 29 € R™ allora ci saranno 2 regioni R; ed
Rs separate dal punto zg. A z = zg, p(z) deve essere continua (teorema 11), ma la sua derivata pud essere

discontinua.

\ Tz

Fase 1 per z < zg Fase 2 per z > 2z

Adesso si noti che

1 . .
_ funzione non decrescente di z

v(2)

infatti ricordando il risultato (2.47)

Z%Z Zaz

a1 o/ o1 ,

Possono succedere 2 cose:

1. Se % é discontinua, v_l(z)‘z0 deve avere un salto

Transizioni del I ordine

op A : 8%p T .
2. Se 5, € continua, ma 75| € discontinua

20

Transizioni continue

&
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-4
P r / P
SPGolo . f Av
, =
| /:' ! I
| \ ! |
2, 2 2o 2 A v
-4
P v f
'. = \
1 r
| I
. f !
%, 2 20 2 to v

Un possibile modello Si consideri un gas reticolare con interazioni attrattive. In ciascun sito si inserisce
al pit1 1 atomo; atomi su siti diversi interagiscono mediante un potenziale del tipo Lennard-Jones

+o00 2 atomi sullo stesso sito
Vis =
7 < 0 altrimenti

Teorema 13 (del cerchio di Lee-Yang). Per questo modello le soluzioni in z di Z(z,T,V) = 0 giacciono
sul cerchio unitario nel piano complesso z.

N T2
4
-1 4 '\/112
-4

Per un V finito, le radici appaiono in coppia (Z, z2*) e nessuna tocca ’asse reale. Per V' — +o00 2 radici
possono avvicinarcisi a z = 1: al massimo si trova 1 punto di transizione.
Siano 6y (k =1,2,...) le fasi angolari delle radici (parametrizzazione degli zeri):

Z=C H(zfeiak)
k

dato che Z(0) = 1 ¢ necessario che C' = Hk(—ewk)_l

0y

o i0x

:>Z:HZ—€
k

&
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Per V — +o0 le radici diventano distribuite in maniera continua: in questo modo definiamo una funzione?
di distribuzione ¢(0) degli zeri di Z
2m

1 -
VZ Yoo, i o g(0)
k

Sfruttando il fatto che le radici appaiono in coppie di complessi coniugati (6, —0y), da cui g(8) = g(—0)

z—e Z—€
log Z = log (H A ) = Zlog ( =T ) =
k k
27 10k
V—+o0 ¢
~ "V ; dd g(9) lOQ( it ) =

(Zé*) v /OW df g(0) log {(2(—2“91_)0()2(—;;;9)] -

= V/ df g(0) log (2* +1 — 2z cos )
0

0] T 2z —2cosf
—logZ=2V [ dig(0) ————FF—
“5, %8 : 0 g )z2+1—2zcos6‘

segue che

kBLT :/0 df g(0) log (2> +1 — 2z cos b)
1

™ (4.7
- = 22/0 de g(0)

z —cosf

v 22 4+1—2zcosf

L’unico punto dove le singolaritd possono verificarsi ¢ a z = 1 nel caso in cui gli integrali divergono per
0 = 0, infatti

2241 —2zc080 > 22 +1—22= (2 —1)? (4.8)
e se g(f = 0) = 0 allora non ci sono transizioni di fase (sistema regolare);

e se g(f = 0) # 0 allora il punto z = 1 & singolare e le precedenti equazioni per p e 1/v daranno
differenti funzioni per z > 1 e z < 1 che non possono continuare analiticamente ['una nell’altra:

fase 1: 2 < 1 fase 2: 2 >1

4.1.2 Transizioni di fase: gas di Van der Waals

<p—|— ;2) (V —b) = NkgT

Si & trovata lesistenza di un punto critico quando (V — V)3 =0

a 8a 1
V. =3b e =5 To= o7
Pe = 972 27 b Nkg
definendo
_ . p _ \%4 T
== V=_ T—_
P e V. T.

2 Analogo della densita degli stati dei 6j,.

(&
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si puo scrivere l’equazione di Van der Waals indipendentemente dai dettagli del gas

1 _
ot V—-|= §T validita universale
V2 3 3
Risulta utile esprimere tutto rispetto alle deviazioni rispetto il punto critico
— De V-V, T-T,
p_P—P Y= T = PV, T <1
Pe Ve T.
e Punto critico
| |,
ov | - oV? 7 N

= P~V® (§=23)

e Capacita termica

oUu
Cy = —
Vooarl,
dai risultati della teoria di Van der Waals si ha
U= 7N kT — —1 Z
B B a8 0g N

Zn o~ v e—N2a(T)/2V
a(T) ~ 4776/617“ r2u(r) Bkl
3
= U= §NI<:BT - 47T/drr2v(r)

da cui

3
CV = §NkB

Cy ~T*  (a=0)

e Compressibilita isoterma

1 oV 1 1
k'T = -0 — = - —
V op | V' 0Op/0v |
dall’equazione di Van der Waals
- NkBT _ i
CV—=b V2
op| __ NksT | 2
oV |r (V b2 V3
8p NkBT 2 27kaB N]fB
— =— T. = T.—T
Wlpy w2 o s ez Lo 1)
14 1
kr =——
V NkgT,—-T

= kr~[TI77 (y=1)

e Riscrivo l'equazione degli stati corrispondenti
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liquido

Pc

Vliquido

Per la regione T' < T, si hanno 2 soluzioni stabili:

p 8T/, 3 p _ 8T/T. 3
De B 3‘7;5&5 -1 ‘72

gas

Ay 2
Pe 3‘/iiquido -1 Viiquido

8T/T. 3 _ 8T/T. 3
3Ve—1 V@ 3V,—1 V2

o T 1 1 _a(1 1
T.\3V,—1 3V,—1) “\VZ V2

g
AN/ RN el
i (3% - 1)(3‘79 - 1) a ‘_/42 ‘_/g2
1 _ (Vg + ‘76)(3‘72 - 1)(3Vg — 1)
Tc 8‘/22 VgQ
_ V.—¢ _ Ve+e
=y Y=
sviluppando si ottiene
T g2 4
TC ~1-— 47‘/02 + O(z‘f )
T\ /2
~ 1 _ —
~(-7)
= AV~—t"  (B=1)2)
Ricapitolando
CV ~ |T| - a=0
1
Ap~|TI” B=15 (T <T.)
kp ~ T vy=1
p~Ap° §=3 (T=T.)

Gli esponenti «, 3,7, § sono detti esponenti critici e sono legati all’universalita delle transizioni di fase.?

3Nessuna dipendenza dal particolare modello di studio.

&
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4.2 Sistemi magnetici e modello di Ising

Si vuole far vedere che prendendo un modello diverso, in questo caso il modello di Ising, effettuando
opportune approssimazioni, si hanno gli stessi esponenti critici nella transizione di fase.

H=-J> 88 -hY_ S (4.9)
( i

i,4)

—-J Z SiS; interazione tra spin
(4,5
— hz S; effetto del campo magnetico h
i
S; = =1 variabili di spin classici discretizzati a 2 variabili 1] (moneta testa/croce)
(1,7) nozione di vicinanza: primi vicini su reticolo
m H N
S;S; =+1 S8 =—1
E=-J E=+J
configurazione ferromagnetica configurazione anti-ferromagnetica

e 1D: 3 soluzione analitica (facile), ma non c’é transizione di fase = banale;
e 2D (reticolo quadrato): 3 soluzione analitica (Onsager), 3 transizione di fase continua;
e D > 2: # soluzione analitica, 3 transizione di fase continua.

Si é scoperto che gli esponenti critici dipendono dalla dimensione D e che si pud applicare ’approssimazione
di campo medio per D > 4 e funzionare bene nell’intorno del punto critico. La dimensione D = 4 viene
detta dimensione critica (numero di coordinazione > 8).

Effettuo 'approssimazione di Weiss (detta anche di campo medio o molecolare).

magnetizzazione media m; = (S;) S =m; +45; (AR

Sl‘Sj = (ml + (552)(771] + 5Sj) =m;m; + mi(SSj + mjéSi + (5Si(55j
=0
SiSj ~ mgm; + m15Sj + chSSl

Suppongo che il sistema sia invariante per traslazione:
S8 ~ m? + mdS; + méS; = m? +m (6S; + 05;) = m? +m28S; = m? + 2m (S; — m)
SiSj >~ —m2 + 2mS¢

segue che

HE—JZ Z (fm2+2mSi)thSi

t j(n.n.)

j(n.n.) indica nearest neighbor, ovvero i primi vicini.

&
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Definizione 21. Per numero di coordinazione Y si indica il numero di primi vicini di un sito nel
reticolo.

1D Y =2
2D quadrato Y =14
3D cubo Y =6

si introduce un fattore 1/2 per evitare di contare 2 volte

He=~ —JY% ;(—mQ +2mS;) — h;Si = %JYmQN - mJyESi - hZS

1 2
H =~ 2JYm?N = (h+mJY) Z S; (4.10)

(3

Osservazione 15. In questo modo H & completamente disaccoppiata su tutti i siti.

h+mJY rappresenta un campo magnetico efficace che un ipotetico sistema di spin non interagenti
percepirebbe nell’ipotesi in cui disaccoppio le interazioni come Weiss. Il fattore mJY indica che I'interazione
é stata trasformata in campo medio, ovvero l'interazione é stata riassorbita con tutti gli altri spin.

Questa approssimazione ci permette di individuare un punto critico e vedremo che si avranno gli stessi
esponenti critici gia incontrati nel caso del gas di Van der Waals.

Esiste una dimensione critica, per Ising é pari a D = 4. Per D > 4 questa approssimazione di campo
medio funzione bene, cioé permette di descrivere la regione critica adeguatamente a patto che ciascuno spin
del reticolo si parli con tanti spin attorno (cioé bisogna avere un numero di coordinazione Y sufficientemente
alto, almeno 8): questo produce un campo efficace con poche fluttuazioni.

Adesso si deriva facilmente la termodinamica

7 Z o BH _ Z o BLEIYmAN=(htmIY) 5, 8i] _ ,~BIYm?N/2 Z BlhtmIY) S, S,
{si} {Si} {si}

per semplicita C = ¢ BIYm?N/2

N N
7—0C Z BhtmIY) S, Si _ CH Z Bh+mJIY)S; _ SH 2cosh (Bh + fmJY)

{Sl} i=18;==+1 =1
7 = C 2N [cosh (Bh+ AmJY)]™ (4.11)
da cui
1
F=——logZ
5 g

1OF  119logZ 1 190Z

~ NOoh NB Oh  NBZoh

_ 1 1 N-1 _
= NG [cosh (Bh 1 Bnd Y )" N [cosh (Bh + BmJY)) sinh (Bh + BmJY) 8 =
_ sinh (Bh + mJY)

= cosh (Bh 1 BmJY) _ tanh (Bh + fmJY)

magnetizzazione spontanea (residua) per h — 0

‘m = tanh (fmJY) ‘ (4.12)

&
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risolvo ’equazione per m graficamente

y(m) =m
{yhn)ztanhu%nJY) (4.13)

m =0 ¢ una soluzione

__ b)Y _

Otanh (BmJY)
om

‘m—O m=0

(i) Situazione limite!: SJY =1 = si ottiene la temperatura critica T,

Y

= (4.15)

T

T
(ii) Se BJY < 1, riscrivo come ?C <1

T>T.: m=0

T
(iii) Se BJY > 1, riscrivo come ?C >1

T<T,: (m=0), m=+m"

Di queste 3 possibili soluzioni bisogna controllare se e quali corrispondono effettivamente a configu-
razioni stabili, si vedra che bisogna escludere quella per m = 0.

\T<TC; m = +m*

) L V=m
AT —— - =
>l
= O
O LA\
_____ A -

Osservazione 16. Per la parte ferromagnetica si esclude m = 0 per instabilita e si capira se (S;)) < 0.

Vicino al punto critico T¢:

(s) =tanh (5 (s) JY) = tanh (5 (s) kgT.) = tanh (? <s>>

4Fissa il punto in cui avviene la transizione di fase.
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Soluzioni:

e (s)=0 (vedremo piu avanti)

T. 1/(T.\°,
1l — — = =
* T 3(T) {s)

o -() B -

() ~ 11" (B=1/2)

¢S
FE RROHALNET co

PARAMAGNETIC O

T oY

Per capire la stabilitd® bisogna studiare I’energia libera '

1 1 2
F= —BlogZ = —Blog{e*ﬁjy’" N/2oN [cosh(ﬁh+BmJY)}N} =
1 ﬂJYm2N> N N
=——|-"——) — =1log2— = logcosh (Bh+ BmJY) =
2
= JYTm - %logZ - %logcosh (Bh + pmJY)

5Per capire se ci troviamo o meno in un minimo.

&
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ricordando che

4
coshz ~ 1+ %2 + % +.
.732
log(l—i—x)%x—?—k...
2 4 2 4 2 4 2 (4.16)
log(coshs)zlog<1++;4+ ) Z+;4;<€ +;—4+ > ~
e et 1t 2 €
”2*242<4> RECERT
si ottiene per h — 0, m < 1
o YN N oo N [(Bh +pAmJY)?  (Bh+ BmJY)T N
2 B B 2 12
JYm?N N (BR)2 + 2(Bh)(BmJY) + (BmJY )
= 5 3 log2 — 3 [ 5 -
_(BR)* +4(Bh)*(BmJY) + 6(8R)*(BmJY )* + 4(Bh) (BmJY )* + (6mJY)4] _
12
JYm*N N B o]0 {N } [ ]
= TR - Stog2 - | 87|12 | 2016w [ — | S 60v 2|
4 4 N
[mﬁ ]h {m4(ﬂ3)(ﬂJY)]h3m+ [mﬁ(B)Z(BJY)Z]h2m2+
N
+ [1254(5)(@1/)3} hm?® + L?ﬁ(BJY) ] ~
JYm2N N N N
P = Stog2 = | 520)(3Y) [l — | 5202 | | v =
— _NkpTlog2+ [JYN NB(JY)2]m? + 21 2NBY(JYYY + m* — (NBIY )hm =
= —NkgTlog2 + - []Z;;/ (kpT — JY)} {QNkBT< k‘ZF) ] m* — (JZ:;/) hm
ovvero
F~ Fo+2m +:'m —Ahm+. (4.17)

NJY

JY NJY
Fy— NkgTlog?2 = T-JY =2NkpgT = 4.1
0 kg og a T (ij J ) b kg (kB ) >0 A kT >0 ( 8)
si noti che
JY NJY
T. = —, kgT — JY ~(T-T,
o= Tk T =) = [a~ (T-T))
2, b

= F~F+aT—-T)m +Em —Ahm+... (4.19)

Osservazione 17. Da questo modello nasce il modello di Landau-Ginzburg per la trattazione delle transizioni
di fase.

A partire dalla F' si possono ricavare le grandezze termodinamiche che vicino al punto critico si
comportano come Van der Waals

oF

b
=0 = amo—i—gmg—i—)\hzo

&
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*
— ™
h=0 O0<h«1
(a) F' & pari in m e si hanno 2 minimi. (b) Il campo h (# 0, piccolo) rompe la simmetria e
per questo st ha 1 minimo assoluto.
(i) h=0
b b 6
am0+6m8:0—>m0<1+6m8):0—>m0: _?a (T <T)
= |mo~—t7 (8=1/2)
(ii) h piccolo
h 8m0 1
T>T. ~ — — Y= — ~ 2t -1
mo P X oh |,_, a It] (v )
T\ (1. -1T) 1 _
T<T, 2=3 < = y~=~t|? =1
< mg <T> T x=—~tT (v=1)
=[x~ (=1
(iii) T =T,
a=0 —m3 — A =0 = |mg~h'® (6§=23)
(iv) calore specifico
oS 0’F
C = T* = — Tci =
oT h=0, OT? | h=0
punto critico T=T,.
0 Fy
—Te— T>T, >T.
e O (O
0*Fy 0% [3 ., (T.—T) | iNkp T<T
—T. T.—— |-Nkp—~—~——>T| T<T., B c
o2 " aT2[4 BT ] < 2
= |C~ " (a=0)]
F
S=- g—T , = kplog2 continua
2F —> transizione continua
C=- 72| heo discontinua,

h
T=T.

&
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In definitiva abbiamo trovato gli stessi esponenti critici «, 3,7, d del gas di Van der Waals.

Osservazione 18. L’approssimazione di Weiss é tremenda perché si buttano via le fluttuazioni, si assume
campo medio e spin tutti uguali. Se vogliamo capire cosa fanno le cose che abbiamo escluso bisogna
introdurre una teoria di campo: nel nostro caso si useranno le trasformazioni di Hubbard-Stratonovich.

4.3 Teoria di Ginzburg-Landau
Si consideri il seguente modello di Ising (J > 0 accoppiamento ferromagnetico, J < 0 anti-ferromagnetico)
1 -
H=-J) 5= > Sidi;S; (4.20)
(i,5) 1,J

dove jij rappresenta la matrice di connessione (simmetrica, reale) e il fattore 1/2 & stato inserito per
evitare il doppio conteggio.

7 - Z e B 5, 81035 _ Z et X, SidiiS; (4.21)
{s:} {s:}

dove si ridefinita la matrice di connessione come

Jij = —BJij (contiene la dipendenza dalla T') (4.22)

Riscrivo la Z sfruttando i risultati sugli integrali gaussiani multidimensionali (A.6):

N
/dee—%ZUXiAMXﬂ'ZiBiXi: Lﬂ e%zi,sz'(Afl)qu
det A

stessa forma di Z

siano (ricordando che det(J 1) =1/ det J)

(det J)—1

_ _ -1 _ 6N
B;=S; A=J =y Zo=2 (2m)N

(4.23)

Osservazione 19. Se J non é definita positiva, basta fare uno shift delle energie inserendo un termine
diagonale J;; e ridefinire ’energia del ground-state.

B 1 N SIS (U D)0+, Si; | trasformazione di
Z=2 oN /d v {;} ¢’ Hubbard-Stratonovich (4.24)

La funzione di partizione Z cosi scritta descrive un set di spin {S;} non interagenti in presenza di un campo
esterno v;, le cui configurazioni sono "pesate" da un fattore gaussiano.

Osservazione 20. La difficolta iniziale della somma sulle configurazioni ) (s;} © stata trasferita sugli
integrali [ d™ .

Z i Siti — H( Z esﬂbq‘) — H(elﬁi + e—%) — HQCOSh v = 9N 22, log (cosh ;)

{S:} i NSy=%1 i

— |Z= ZO/de e~ con fly] = %Zm(rl)ijwj — ) "log (cosh1);) (4.25)
ij A

&



DocumentiUniversitari

4.3. TEORIA DI GINZBURG-LANDAU 71

Si puo generalizzare introducendo un campo esterno

H==Y J;SiS = > hiS; (4.26)
(4,3) i
definendo h; = Bh;, si puo scrivere

7= 7 / AN e d g i3+, log [eosh (4] _

— % / AN o= F Doy (bR (T =)+, o (cosh )

_OF
~ Ohy

1107

(Si)

ico  BZOh

h=

== ) = () o lw)

Adesso utilizzo I’approssimazione di punto sella:

ZN/dee—f[w] ., 9

sviluppando i calcoli si ottiene

suppongo che
¥ = BK(s)
K=YJ
K; =K se il sistema ¢ uniforme (o invariante per traslazioni)

1
e tanh

(s) = tanh (BK (s))
(s) = tanh (BY J (s))

ovvero ritrovo ’approssimazione di Weiss per il modello di Ising.

1
— > 1: aramagnetico M
BK p g

1
—— < 1: ferromagnetico W
BK &

1
temperatura critica: [, = — (4.27)
Adesso si vuole manipolare 'espressione (4.25) di f[¢] per ¥ — 0 (vicino al punto critico):
1 ~1
FI) =5 DT )ity — D log (cosh ) (4.28)
ij %

&
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PARANAGNETE

tanhy o oMAGrerE

ricordando il calcolo (4.16):

log (coshe) ~

si ottiene
1
N*Zd}z zﬂ;[}j ZZ:¢22+EZ¢?

effettuo una trasformata di Fourier PBCS

2
3D g’:lnm,ny,nz) na:07-"7Na_1 N = H Na:NﬁNyNZ

1) ij 7 Z
- # Z wq wff Z(J_l)lj ez(q ritd ?J)SHIFJ e~ T —
7q ij
1 ’
~ 9N2 Z Vg Z(J_l)” et (Ti=75) oi(q+a’)-
T.d ij

Si puod notare che, per INVARIANZA TRASLAZIONALE, il termine (J~1);; €!@("~75) dipende solamente dalla
distanza |i — j| = d, quindi, quando facciamo la somma Zij, si puo fissare j = jo e variare i.

quw Z i eI (Fi=75) z(q+q Ny _quw Z ljo i T (Fi=T0) Zez(q+q T
_qu¢ Z zjo l (Fi=T50) N(Sa q—;

6Condizioni periodiche al bordo

&
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quindi

5 STt 2N2§ vty 2T €TOTTING =
ij
2N E wq q E ”0 1 7'L 7]0) —

- ﬁ quww-%a)
q

dove J7HG) =Y (S )ijo €T 50

9

Al fine di esplicitare J~1(g), risulta utile mostrare la rappresentazione di Ji; nello spazio di Fourier:
—1q-7; —zq i =g T —iq7~F- iqT —iq T
q N2 Z Jije e J Z Jije e e e 7=

= WZJU eilf'(f"i*?j) W(G+q)7 ZJ'LJO iq- (7 — rm)z —i(q+q")-7; _

ij invarianza
traslazionale

1 PG (7 — 7
= 3z 2 Jigo €T T NGOG

= ) = ZJ” e T 50 o (4.29)

J(q) é diagonale nello spazio delle ¢.
Adesso inserisco la definizione di J;; per il modello di Ising:

ﬁJZSS = Zs Jij S

(i,9)
dove Jij = BJ (8 j+a + 0ij—s + 0ijyg + Oij—g + 0ijaz + 0ij—z)

Sia a il passo reticolare (si supponga essere omogeneo nello spazio 3-dimensionale):

BJ

J@ ="

(65,542 + Gijo—s + Sijorg + Gijo—g + Gi oz + ijo—z) e T 7T00) =

Z Z ”Hk ’JO%) e~ 10 (Ti—T50) — ﬁjZ(eiqka + 672-%@) _
k

i k=292

= % ; cos (gra)

1 N
J(@) 283 cos (gra)

= Jq) =

Dunque sostituendo

1 N
> Zwl Dt = 35 ;WM 237 Y, cos (qra)

1 1
= 5057 2V s (@) U

&



DocumentiUniversitari

74 CAPITOLO 4. TRANSIZIONI DI FASE E FENOMENI CRITICI

approssimo introducendo la dimensionalita d del sistema

1 1 1 1
Y1 cos (qra) T d- [d— > cos (qra)] B <d> 1—[1— %3 cos (qra)] =
RTRES)

quindi

721/’1 lﬂ/’a: diﬂJZ%*{l—F;(d—Zcos(qka)ﬂw~:
QYﬁJZ%{” < ZCOS Qka)]

dove Y ¢ il numero di coordinazione. Si pud osservare che, rlspetto all’approssimazione di Weiss, € presente
un nuovo termine:

Z Yy [d - Z cos (q,;a)} Vg L) % Z Z e~ Ty, [d — ZCOS (Q,;a)} iy =
q k q ij k
B e
q

k
_ %Zze_ll?f’i’(/)i |:d_ ;(elq’ﬁ_’_e—ufﬁf)} P ’I"J,(/) o
q i
NZZ _lqnwieiqq"?jw] Z e—uj’q’w eiq‘a iiﬁjw
N 7 i
S ey e gy,
q i

= dz¢f — %Zi/)i1/)i+a — %Zd’ﬂ/)z’fc‘i =
1
=3 [2d2¢3 - Z > (Wit i, — %wi_az)] ~
i ik

1
~ 5 > (i — )
(4,4)

1 1

In conclusmne, il funzionale

1
~ = 24 4
Z Vil T )ity Dﬁ + 35 Z v (4.30)
puo essere scritto come
w0 1 1 , C , 1 .
~ 2 — 1) P+ = i =)+ — Y ; 4.31
Il 2Z(Y6J )wleg(w G+ G U A (4.31)
2 9,7 % i
P —0 vicino alla transizione (unica approssimazione)
Z(wi — ;)2 responsabile della disomogeneita (in pit rispetto a Weiss)
(4,9)
- Z Vi eventuale campo esterno

i

&
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Passaggio al continuo: ¥ — ¢(x)

fwl= g [t [(YEJ - 1)w2<x> U@ + o 6 (a) (432)
energia libera F = Fy+ % f

Osservazione 21. Sono presenti solamente termini pari. Se, invece, considero anche un campo esterno allora
saranno presenti anche termini dispari.

) viene detto parametro d’ordine (vedi ad esempio (s)):

1 =0 il sistema presenta una certa simmetria (per Ising Zs, cioé inversione della direzione degli spin)
¥ # 0 rottura di simmetria

4.3.1 Simmetria di Ising

T >T.: magnetizzazione nulla, sistema invariante sotto scambi dell’orientamento degli spin
T <T,.: magnetizzazione — rompe la simmetria di inversione e si polarizza lungo una direzione
Se ad Hising aggiungo un campo magnetico h, il sistema rompe la simmetria Z, poiché il campo mi definisce

una direzione privilegiata. Se mando il campo h — 0 & naturale pensare che la simmetria si ristabilisca,
ma bisogna prestare attenzione:

Z = Z e~ A(Hising=h 32, 50) (h rompe la simmetria di inversione degl spin)
{h}
lim lim Z simmetria
N—oco h—0
lim lim Z no simmetria se T' < T,
h—0 N—0

4.3.2 Modello O(n)

Il modello O(n) é una generalizzazione del modello di Ising.

Modello Ising S; = =+1 P(x)
Modello O(n) Si=(sM, 8@ . s ()
O(2) — piano 0O(3) — spazio

H=-J> 8-8-Y h-§ (4.33)
(i,9) i
L’unica cosa diversa dei modelli O(n) rispetto a Ising é il tipo di simmetria rotta, per il resto sono simili.

Per i modelli O(n) si possono rompere simmetrie continue, non per forza di tipo Z5 (discreta): quindi
si ha a che fare con transizioni continue. In generale le variabili di spin sono oggetti (vettori) che ruotano.

e Modello O(2)
S; = (cosb;,sinb;) h = (h,0) Hy=—-J Z cos (6; — 0;) — hZCOS 0; (4.34)
(i) i

si introducono dei campi ausiliari

O(T) = (Y1(@), Ya(T))

cioé campi con n componenti, dove n é il numero delle direzioni dove vive lo spin (in questo caso ¢ la
magnetizzazione): ¥ — n, & — D.

&
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e Modello O(n)

-

1= [ d f[aw A+ el TH@ + i) ﬁ-ﬁ(f)] (4.35)

dove
n n d 9 2
EETED SN ECTED 9wl R ]
T < T,: simmetria passa da O(n) a O(n — 1).

4.3.3 Funzione di correlazione e suscettivita

E{Si} Ae—BHo
2{57} e—BHo

:NaThO H:Ho—hzl:sz <A>0:

=D (51 Z Lsy Sie ™ = Sqsy Sie TR )
4 sy e G Ty e RS

Z{Si}sie PHO (14 BhY2;85) 1) Yo,y e -
E{S}e‘ﬂHo (L+B8hY;S5) 1/ X qsye o~
_ )o +BhY_; (SiSi)o
Z 1+ Bh32; (S5,
Z (5i)o + Bh 245 (8iSj)g (h0)
1+ Bh32; (S5
~ (Z (Si)o +th <Sisj>0) (1 _ ’th <5j>0>

)

_Z +ﬁhz (8:5;) th OZ Z(SiSﬂoZ(Sj)o’i

~0
~ fh [Z (SiSj)o — Z (Si)o Z <SJ>O:| + Z (Sido
X = %%—I}f o % (<M2> - <M>2) = Vazf[M) (4.36)

Se non ci fossero le fluttuazioni:  (5;S;), = (Si), (Sj)y = x =0

Osservazione 22. Una divergenza di x implica che le correlazioni tra gli spin diventano long-range. Pur-
troppo la teoria di campo medio non ¢ in grado di calcolare le funzioni di correlazione.

Si consideri I'energia libera di Ginzburg-Landau per sistemi non omogenei

L1 s
Flol = Fot [ a1 [ 5av(@) + 3elSu(@P +uv'(@) - Av(e)@ (4.37)
a~(T-T.) termine dominante
c>0 per evitare instabilita legate alle fluttuazioni
u>0 stabilita
A perturbazione di un campo locale agente al punto & = 0

&
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Osservazione 23. (&) x m(Z)
Osservazione 24. Se u < 0 allora aumentando ¢ (magnetizzazione), ’energia libera diminuirebbe. Dovrei,

in questo modo, mandare 1) — oo ma cosi avrei instabilita.
Studio la risposta di 1(Z) al campo \ attraverso la suscettivitd, quindi posso scrivere in generale

) A& (4.38)

Trasformata di Fourier — (q) = / diz e 1 TTY(Z) () = (2;)51 / d4qe T (q)
o 1 - 1 -
Vi(z) = @) / d'Zige'TTY(q)  6(F) = (2r)1 / diqe'T?

segue che
" L1 I o o

FIo(@)] = Fo+ C [ dig{30?(@) + el o) - A(@)|

Assumo che i diversi ¢ siano indipendenti 'uno con 'altro. Minimizzo F' per al campo 1 affinché sia

indipendente dal punto in cui valuto :

oF
@) "
ap(§) + cg® () — A =0
N A
Y(7) = "

Dalla (4.38):
1

7)) =A1(¢7) = I'(7) = ——
Y(7) (7) (q) "
attraverso una trasformata di Fourier passo dallo spazio dei momenti a quello reale
1 T
I(z)= dq
O = | T

facendo calcoli

-r/§
e
I(r) ~ rd—2

Forma di Ornstein-Zernike

dove®

r=|z

£ = Y |T — Tcr1 lunghezza di correlazione

In una forma pit generale si ha
v, n esponenti critici

677‘/‘5 v
D) = s &~ It
1
nel nostro caso: v=3 n=20

campo medio (v = 1/2, n = 0) <— punto sella

7Se T < T. il ragionamento ¢é simile, ma un po pit complicato.
8Per il calcolo osservare che o< [ du [ ddtfe_“(“"'c‘f)*i‘j'f, gli integrali in [ dgsono gaussiani: ~ e~"/€ perr > €, ~ e

per r K &.

&
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4.3.4 Esponenti critici e criterio di Ginzburg

Abbiamo visto il modello di Ising mediante una trattazione di punto sella trovando che

ey ~ [t (a=0) bt (B=1/2)se T <T.
X~ (v=1) Yp~eP(§=3)se T =T,
e_T/f

=217 c0n€~|t|7” (v=1/2,n=0)

Osservazione 25. Per Weiss, la relazione x ~ [t|”7 con v = 1 & inconsistente perché deve includere le
fluttuazioni: y diverge come ¢~7, ma calcolando microscopicamente mi darebbe x = 0.

a, 3,7, 6, v,n sono gli esponenti critici di una transizione di fase e caratterizzano la classe di universalita.
Si puo dimostrare che gli esponenti critici trovati in campo medio per Ising sono quelli "giusti" (nel senso

di saper calcolare Z di Ising) se . In realta anche se d = 4 Ising ha gli stessi esponenti.

‘ d =4 dimensione critica superiore

Infatti, per Ising:

d=1 mnon c’¢ transizione
d =2 gli esponenti sono diversi (soluzione analitica di Onsager)

d =3 numericamente (di solito Monte-Carlo) si vede che tali esponenti sono diversi (un po si avvicinano)

Dimostrazione euristica per spiegare d > 4: criterio di Ginzburg (qualitativo).
Voglio che le fluttuazioni di 9 siano piccole (sulla scala della lunghezza ¢)°

(65;68;) < m?
osservo che

~ gd—2Fn — gd—2+41

dunque
(85, 85,) 1/¢d=2+n 1
= [t/

ovvero per t — 0 (T — T¢):

v(d—2+mn)—28>0

2
d>7ﬂ+2—n

2(1/2)

2-0=4 — d<4
12 + <

98i scoprira che & I’unica scala che conta. ¢ diminuisce allontanandomi dal punto di transizione (critico), cioé & mi definisce
una regione.

&
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4.4 Modello di Ising oltre il campo medio

La presenta o meno di magnetizzazione spontanea nel modello di Ising € intimamente legato alla dimensione
del sistema (e al range di interazione).

Argomento di Peierls: in 1D non é possibile avere una magnetizzazione spontanea finita, ma a di-
mensioni piu alte la situazione cambiera.

Si consideri un modello di Ising generalizzato in cui ’accoppiamento di spin non é necessariamente tra
primi vicini.

N
J
1D H=- Z =5 S5iS; modello di Ising a range variabile (4.39)
i,j=1 |Z - |
dove N ¢ il numero di particelle, J la costante di accoppiamento ferromagnetica.

v = +00: Modello di Ising (1D)
v—0: spin accoppiati uniformemente, indipendentemente dalla distanza

Osservazione 26. Per v — +oo deve essere |i — j| = 1 altrimenti tende a zero.

Osservazione 27. Nel caso 7 — 0 non ha senso dire che é un modello 1D perché é come se accoppiassi tutti
con tutti ed & come se avessi un reticolo completamente connesso.

Peierls: per v sufficientemente piccolo il sistema potrebbe transire da una fase ferromagnetica ad una
paramagnetica nello stesso modo visto nella teoria di Ginzburg-Landau.

Se ¥ > Ysoglia allora ’argomento di Peierls non predice la presenza di una transizione di fase, ma predira
che il sistema tenderd ad essere sempre nella fase paramagnetica. In particolare per v — 400 non si ha
possibilita di transizione di fase e il sistema rimarra paramagnetico.

Frrrrd

Figura 4.5: Configurazione ferromagnetica (I).

Ipotizzo di creare un domain wall'®, cioé un "muro" che le regioni.

Pl

L> KINK

Figura 4.6: Configurazione con domain wall (II).

Osservazione 28. Peierls stimo come varia l’energia libera del sistema quando parto da uno stato ferroma-
gnetico e comincio a creare domain wall

Osservazione 29. 1 kinks possono essere inseriti dove si vuole, non per forza al centro della catena.

Domanda: quale tra queste configurazioni é favorita ?

P H = —J3584

Energia: 0F = EII — E[ =2J
Entropia: 0S5 = S;; — S; = kplog (n. possibili domini) = kplog (N — 1)

10Regioni ferromagnetiche dove gli spin puntano in direzioni diverse.

&
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§Fyail = 0F — T6S = 2J — kpTlog N X242 T20 s5p

Quindi, per qualsiasi T'> 0 e N — 400, si ha Fj; < F = la creazione dei domain walls é favorita —>
orientamento degli spin casuale, ovvero non ¢’¢ magnetizzazione spontanea.
Si puo concludere che per v — 400 il sistema tende ad essere paramagnetico.

v < 400 | L’incremento di energia di un domain wall & dato da:

a N/2-1
LRI VD oe
—N/2 n'=1

dove si sono etichettati i siti da —N/2 a N/2 e si é posto il domain wall tra a e a + 1.
Per N — 400 la posizione di un wall ¢ irrilevante e la si pud porre a 0.

e Y <1
gy +°° (v#£1)
2l
0E =2J Z Z ,‘7 2J/ dn/ 7,“ z
=—N/2 n'=1
n'=+oo
:2J/ dn (n/ —n)~7 1
—00 - n’=0
—-v+1>0—-9<1 = §F — +0o0o (~ polinomio)
[ ] ’y: 1
0 +oo 1 0 n'=+o0
OF ~ 2]/ dn/ dn' ——— = 2J/ dn log (n' —n)
—o0 0 |n_n‘ —o0 n'=0
v=1 = 0FE — 400 (~ polinomio)
o v>1
0 0
0F ~ 2 dmm ™7t = 2 1 m*7
=7/ s l=7y2-9 o
2—9<0 = v>2 0E <0
2—7>0 = v<2 §E ~ N?77 — 400 (~ polinomio)
“+oo
2—97=0 = v=2 0E = —2J logm (~ log)
0

In definitiva

5F(II)—(I) =0FE— 1T6S
~O(log N)

e Se 0F > 0 il sistema tende a rimanere in (I), cioé ha un comportamento ferromagnetico;

e se 0F < 0 il sistema va in (IT).

v<2: possibile stabilizzazione di un ferromagnete creazione di walls sfavorita
v>2: paramagnete: no transizione di fase creazione di walls favorita
y=2: divergenza logaritmica non so come trattare il comportamento

L’argomento di Peierls supporta la stabilizzazione di una magnetizzazione spontanea (i.e. no domain walls)
solo in presenta di interazioni long-range v < 2.

&
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4.4.1 Caso 1-dimensionale (soluzione esatta)
H=-JY 8;Sjm—hY_ S5
J J

simmetrizzazione

Z=Y expa B SiSjp1+BhY Sis = expd BY [JS;S1+ %h(sj +8j41)]
- :

{SJ} J {Sj} J
definisco una matrice!! di trasferimento 7' € My

T =(s|T|s") :exp{ﬁ{Jss'—F;h(s—ks’)}} (5,8 ==+1)

) s=+1)=(g) s=-1=(})

(s=+1]=(1 0) (s=-1=(0 1)

- e—BU+h) =B
=\ e BU-B
Assumendo condizioni al bordo periodiche (PBC)

Z = (S1|TS2) (S| T'|Ss) (Ss| T'|S4) ... (S| T|S1) =

{5}
- %<51|T{SZZ|SQ> <sz|}T{§sg> <53}~-{§N:|5N> (5w} T151) =
Szz\SQHSQ\ = (é) @2(1 0) + ((1)> ®10 1) = ((1) 8) :(8 ?) =1
:;@WmeﬂM:;@MM@
1 Nvolte 1

ovvero
Z =Y (Si|TV|S1) = Te{TV} =AY + Y
S1
dove A+ sono gli autovalori di 7', quindi per N — +oco conta solo 'autovalore pit grande:

N
se Ay > A = Z S2ER N

det{T =M} =0 = Iy = ¢/ [cosh (Bh) + \/ sinh? (Bh) + e—w}

F=—kgTlogZ ~ —kgTNlog\, = —kBTN{ﬁJ + log [cosh (Bh) + sinh? (Bh) + 64B‘]}}

or _ N sinh(Bh)

oh \/sinh2 (Bh) 4 e—487

}llim m(h) =0 non c’é magnetizzazione se h = 0: no rottura di simmetria — no transizione di fase continua
—0

HRagionamento applicabile anche ad altri modelli 1D

&
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(1.7 %)

Funzione di correlazione

<S Sn+7"> = l Z |:eﬁJ(S1SQ+ﬁ;(S1+S2):| . |:e,3-](5'253+ﬁ;h(52+53):| . l:eﬂ‘](sn—lsn+52h(sn—1+sn) )

{55}
.S, - {eﬁJ(SnSnJrﬁﬁzh(Sn+5n+1)} e Spgp =
(T1~>2) Tt (Tnflﬁn) : Sn : (Tnflﬂn) Tt (TnJrrfl*)nJrr) : SnJrr : (Tn+r~>n+r+1) :

1
— T [IT..TOTT..T O TT..T]=
z n—1 " T n+TN—( —1+47)

1 I -
= - Tr [0T"0T™™7]

dove O ¢é la matrice associata ad S

diagonalizzo la matrice T (simmetrica): T = UDU ~*
Bl e—BJ 1 /1 1 Ar 0 J —28J
T:<e—5=’ o1 ) = U=70 1) D=0 al) M=)
segue che

<S”S”+T>:% OWDUTOWDN U] = 5T [0V b o) DY) =

e 6 E -0 Y

1 0 0 1\ /A 0
( ) (5 )G o) (% )]
_ LA oA 0 Y] L
=l ) ()]
_ L[ AT AT
Z |\ o AT AN Z
T N-—r T N-—r
AL AAD
AV + AN
A\ )\Nfr A T e@J (1—672&1) r
N : SnSnrzi:)\i)\irz — = | -  J| =
— 4001 (SpSntr) AV + <>\+> LBJ (1—|—e—25€])}

1—e 287 BINT r
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ovvero
N—+oco —ar/¢ o a
SnSntr) — d =
< +r) ‘ ove & log[tanh(8.J)]
Osservazione 30. 1l decadimento esponenziale é generale in 1D
N
Sa.
T>0
T—=>+®©
N
>
) e

Osservazione 31. Dal punto di vista dei fenomeni critici la fisica in 1D é banale: no transizioni, sistema
paramagnetico, correlazioni che decadono exp.

Magnetizzazione Si consideri un modello di Ising 2D quadrato
H=-7])Y5;S;
()

la soluzione analitica, dovuta ad Onsager, mostra che il sistema, per T' < T, acquista una magnetizzazione
spontanea (h — 0, prevalenza spin up o down).

Si consideri un reticolo N x N e si supponga che al bordo gli spin siano tutti 1 (per simulare la presenza
di un campo esterno, nel limite N — +oo la loro presenza diventa irrilevante). Questo fa si che anche
all’interno si preferisce avere 1 piuttosto che |.

T T AT A

LI
MY 7
&

—
p

M : circuiti che racchiudono spin ! percorsi
in senso orario

a: passo reticolare
b: lunghezza di ogni circuito in unita di a

0]

Ir

e e i e e e B S
A I A A A e N

R

T T 1 1

Figura 4.7: Ciascun domain wall ¢ identificato da b (> 4, pari) e da un indice 7 € N (per un fissato b).

Argomento di Peierls: é possibile mostrare che il numero di spin | < N/2, nel limite termodinamico
N — 400 e per T < T, = rottura spontanea di simmetria per T' < T..

Possiamo contare il numero di spin | come

N_ =) A(bi)x(bi) b=468,... i=123...
b,i

&
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e A(b,i) < b?/16 rappresenta 'area di un circuito (domain wall) di lunghezza b indicizzato da i (si
tratta di un circuito qualsiasi, non solamente quelli in rosso);

e x(b,i) & una funzione caratteristica

(b,1) {1 se |, ovvero se si tratta di un circuito rosso
X(0,t) =

0 altrimenti, ovvero qualsiasi altro tipo di circuito

# circuiti possibili: n(b) < N = -.3-3.3... = N3!
~—~ ———
#possibili b—1

scelte iniziali

Osservazione 32. La maggiorazione é dovuta al fatto che non tutti i circuiti sono chiusi.

La quantita che si vuole calcolare ¢ la media termica:
)= A (x(b, )
byi

Definisco i seguenti oggetti:
e > ' la somma su tutti gli spin J;
e C una configurazione in * (ovvero tutti gli spin ]);
e C una nuova configurazione generata girando gli spin nel circuito (vado a distruggere i kinks);

o ¢ = Ez+2Jb, il surplus di energia 2.Jb si riferisce alle b coppie di spin vicini che sono al bordo di C
che sono state flippate in C

€] t1i=1]1 [

S e~ BE{s }) S e PEC) S F e BEC

{x(b, 1)) = S e PE(s S S [ePE©@ 1 o—PEQ)] T [ PE@ te- ﬂE(%ﬂ(wb)] -

L yeme
3 efﬁE(C)(l + eZ.]bﬁ) T 14 e2db8 = €

dunque

5 n(b)

LSESEORICUIED 363D SUTDEND DIE & Sl
by b

% b=4,6,8,.

sviluppando i calcoli (tenendo in mente che n(b) < N 3°~! e le serie geometriche), si ottiene che

(N-) 4y® 3 1L, —48J
< 1- g+t =9
N S12(1_y? v tgt) comy=ve

segue che!?

B—=40 (T—0): y—=0 = <NT>S

ovvero il sistema ha magnetizzazione non nulla (rottura spontanea di simmetria).

DN | =

2

<

~
~

12_ 492 3 1,2) o 1 1
s s (L— v+ 3t°) & 31 5

)

Wl
w

v?
3y+ 52 y? Y

&
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4.5 Teoria del gruppo di rinormalizzazione

4.5.1 Leggi di scala
Si ricordino i risultati ottenuti per il modello di Ising :

cv ~ [t v~ =7 (T <T) X~
e_r/f

Y~ Y (T =T.) I = ((0)y(r)) ~ g & ~ |t|”" lunghezza di correlazione
T

dove «, 8,7, 4, v,n costituiscono una classe di esponenti critici.

Osservazione 33. RG viene introdotta per andare oltre I’approssimazione di campo medio.

85

Questi esponenti critici sono indipendenti tra loro 7 No. A livello dell’approssimazione di campo medio
non lo si riesce a vedere (non si ¢ nemmeno risolto analiticamente, ma bensi utilizzando 1’approssimazione
del punto di sella), ci si sarebbe accorti se avessimo risolto Ising 2D con Onsager oppure Ising 3D tramite

metodi Monte-Carlo.

Si puo dimostrare che valgono le seguenti leggi di scala (d rappresenta la dimensionalita del sistema)

Bd=05+7~ uguaglianza di Widom
y=v(2-7n) uguaglianza di Fisher

2—a=vd uguaglianza di Josephson

a+ 28 +v =2 uguaglianza di Rushbrooke

Per ricavare tali leggi di scala si possono seguire 2 metodi:

(4.40)

e Ipotesi di scala: vicino al punto critico, la lunghezza di correlazione ¢ é 'unica lunghezza caratte-

ristica del sistema.

Osservazione 34. 1l fatto che £ diverga al punto critico, mi dice che € invariante per scala, ovvero ha

un comportamento self-similare (come per i frattali).

[lunghezza] 2 o ¢~

1. F=—-NkpTlogZ = F/kpT ¢ adimensionale

F 1 1
kpT V]~ ¢l

2. dalla forma di Ornstein-Zernike

[W”M] ~ fi(d72+n) = 52*‘1*” — [¢] ~ 5(27d777)/2

3. dalla definizione di x ~ [ d%z (1))
[X:I ~ gd 527d777 ~ 52777

4. sfruttando la definizione di x = di)/dh

W ~ [ﬂ ~ §(2fdfn)/2£f(2fn) ~ g(n7d72)/2

X

Adesso, sfruttando il fatto che al punto critico & ~ [t|™", ricavo le leggi di scala

1. F/V ~ 0 |t]" F)V ~ |tP (deriva da cy ~ [t] %)

vd=2—a (Josephson)

&



DocumentiUniversitari

86 CAPITOLO 4. TRANSIZIONI DI FASE E FENOMENI CRITICI

2. h ~ EQ=d=M/2 4 4B
— 1P~ gRmdmm/2 |t|—V(2—d—n)/2

8= 2-d-n) = 28=vd+vn—2v

_r
2
3ox~ & x ~ Y
et = |t|*”(2*77) ~t|T7" = y=v(2-mn) (Fisher)
R A N
280 =n—d—2

Combinando opportunamente si ottengono le leggi scala. Il sistema al punto critico si comporta in
maniera self-similare.

e Argomenti di Rushbrooke, Widom, Fisher, Josephson ciascuno dei quali, per ottenere la propria
uguaglianza, sfrutta ragionamenti legati all’omogeneitd di funzioni multivariate.

Si consideri ’argomento di Widom: noi sappiamo che (¢t =T — T,, h = 0)

t” t<o
~ 4.41
v {O t>0 ( )
Y~RY =0 (4.42)

Ipotesi di scala (di Widom) (nel limite |¢], h < 1)!3
st = (e sy 12
1. la (4.41) implica che
Ft=0 F~(h =0) = costante
risulta ragionevole assumere che

FE(z) ~2* sex — +oo (ovvero t — 0)

2. la (4.42) implica che ¢ ~ h'/?

Combinando queste due implicazioni si ottiene che

% -
w ~ h1/5 ~ ‘t|6 <tA> _ ‘t|6 )\Ah)\

1
N b =A potenza di h

0=p—)AA potenze di t

Inoltre si puo osservare che

=% o~ ;'Zw')i(h — 0) = [t A () (h = 0)
X~ [t
= —y=0-A
Segue che
B=M 5 B85=A—B85=p8+~ (Widom)

Analogamente per le altre uguaglianze.

13Questo modo di lavorare, in matematica, ¢ parente all’omogeneita delle funzioni multivariate.

&
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L’invarianza di scala é legata al fatto che & diverge alla transizione: la fisica a grandi distanze domina le
proprieta vicino al punto critico.

Cosa & nascosto all’interno dell’ipotesi di scala ? Ipotesi di omogeneita di funzioni multivariate:
fQz1, Az, Axs,...) = AP f(z1, 20, 23,...)
se prendo 2 variabili x1,xs che chiamo z,y si ha che
fQx, Xy) = A f(a,y)
pongo A = 1/x
1(12) a7 o) = o =7 (1.2)
Pit in generale f(A%z, \by) = AP f(z,v)
A=t = (L) =) = S~ (1)
Imponendo un’ipotesi di scaling generalizzata

,a h S Js
£t Fi< , , >
4 [

si ottengono tutte le leggi di scala.

4.5.2 Gruppo di rinormalizzazione (RG)

Si vuole studiare il sistema vicino al punto critico, oppure, idealmente, al punto critico. Si consideri un
reticolo di spin (Ising 2D) e si applichi una procedura di rinormalizzazione: si raggruppano alcuni siti del
reticolo in modo tale da costruire un nuovo reticolo con meno siti di quello di partenza, ma che tenga conto
delle proprieta del reticolo precedente, ovvero il nuovo reticolo ¢ self-similare a quello di partenza.

Kadanoff (1966): vicino al punto critico si puo effettuare una trasformazione del tipo block spin (modello

di Ising) e trovare che i gradi di liberta importanti sono le quantita mediate del blocco, piuttosto che le
proprieta individuali di ciascuno spin. Questa procedura é detta di coarse greining.

<—> |

1| Sh : '] S) i
,1 x| o< |
0 VS CHN S— L
— —
iKY ; v [S3 |
7% |0 x|
- —— — -
r N' =b~%N
N siti

Figura 4.8: RG step: rinormalizzare i gradi di liberta.

&
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Ogni 4 siti del reticolo nero avviene un raggruppamento e si crea un super-sito, ma possiamo raggruppare
come si vuole (non per forza con 4 siti).

d = dimensionalita del sistema
b = lunghezza lineare del blocco di spin da rinormalizzare
S’ = variabili di spin del nuovo reticolo = +1

S = variabili di spin del vecchio reticolo = +1

Si ¢ diviso un reticolo in blocchi di taglia b? e si é assegnata una variabile di spin S’ = +1 a ciascuno di
essi, seguendo la seguente legge di maggioranza S — S’:

+1 se ZSi>0
e

S — -1 seZSi<0
e

51 se ZSZ'ZO
e

Si supponga di avere un modello di Ising

H({S:}) :—JZSS —hZS Z=e N =" PHUSD
{S:}

Kadanoff: dopo la rinormalizzazione sto descrivendo lo stesso sistema — invarianza per RG

7 — o NI _ =N _ Z e~ BH' ({51}
{Si}

H'({Sj}) =—J"> S8, —h'> S

(ij)

I’Hamiltoniana ¢ la stessa a patto di modificare le costanti di accoppiamento e i campi (J — J', h — h').
Questo implica che

b=Uf(J' ') = f(J,h)

con J' =bAJ, h' =bPh = ritroviamo la proprieta di omogeneita'* per f.

Si pud iterare il raggruppamento degli spin, cioé si prendono 4 vertici di S’ e si crea un nuovo reticolo
S e cosi via. Dato che si ha un comportamento self-similare, si ritrovano gli stessi oggetti ma con costanti
di accoppiamento diversi.

1l gruppo di rinormalizzazione &€ una mappa e, quindi, si possono studiare i punti fissi e altre proprieta.
I punti fissi descrivono le transizioni di fase.

RG step RG step RG step
e e e

(J’ h) (J/’ h/) ((]//7 h//)
se (J',h') = (J,h) = punto fisso = transizione di fase

Generalizzazione Il procedimento di Kadanoff essere applicato anche a sistemi diversi da Ising!®

H({S:}) Z Ky S modello di spin interagenti generalizzato (4.43)

dove K, sono le costanti di accoppiamento, S, =[] S; con I, opportuno insieme di siti.

i€l

S H({Si}) =0 (4.44)
{Si}

&



DocumentiUniversitari

4.5. TEORIA DEL GRUPPO DI RINORMALIZZAZIONE 89

RG step: S = f(SB), dove f puo essere definita da una regola di maggioranza.
Definisco

1 se la configurazione {Sp} ci da S’
0 se la configurazione {Sp} non ci da S’

Pp({Sp}) =6(9", f(SB)) = {

1 se {S} da luogo a {S'}
{S} {S} HP {0 altrimenti

con

P({8'},{s}) =0

Y P {s}) =1

{8}
allora (si noti che g é stato riassorbito in H)

{53 {5} {s}

poniamo

Z=e Ny e AT (4.45)

{s'}
dove 1 & un moltiplicatore di Lagrange. La nuova Hamiltoniana é definita da
e~ H'({S'Y) = Nu ZP({S/}’ {s}) e~ H{SH
{s}

dove y si puo trovare imponendo: } g H'({S'}) =0

Per Kadanoff H’ deve assumere la forma
H'({8'}) Z K,S,,

nel limite termodinamico {S} e {S’} sono gli stessi, S, = S, dunque solamente la costante di accoppia-
mento K, cambia.

—

Mappa (trasformazione) RG: | K’ = R(K)

7 — o NFF) _ Z e~ H'({S'}) — Z eNuZp ({S'}3.{S}) e —H{S}) —
{s} {5} {s}

— eNuZ Z P {S’} {S} e~ HUSH — eN“Ze*H({S}) — N fo(k)
{s}{s"} {S}

=1

HMgimile a quello fatto per Widom

15Ad esempioH:J1 Z<”> SiSj"rJQ Z< >SZSJSk+ .

ijk

&
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quindi, ricordando che N’ = b~?N, si ottiene che:
— b 'Nf(K') = Nu— Nf(k)
f(k) = p(k) +b~f (k)

Adesso si introduce il concetto di punti fissi

K* = R(K*)

(4.46)

in cui il sistema ¢ invariante sotto un cambio di scala di lunghezze: £ = 0 (banale) o & = +oo (possibile

transizione di fase, punto critico).

Quello che si fa é prendere questa trasformazione R e linearizzarla vicino al punto fisso per studiare i

modi normali.

linearizzo intorno al punto fisso

segue che
RO _ R W (R0 — )
diagonalizzo W
W =XA¢

dove {¢,} sono gli autovettori sinistri di W con autovalori \;, adesso posso introdurre

= Z¢j,a ([2(") - K*)a

ot = Z%algnﬂ) =3 GjaWas (R — K*), =
B

=N i (B0 = K%)= Ay

U](n+1)

= )\jv§") s v =

dove v sono i campi di scaling, cioé dei campi che prendono un A per ogni scaling.'6
Invece di usare k si utilizzano i v

f(’l)h’l}g, .. ) = [L(Ul,’UQ, . ) + bidf(Al’Ul,)\g’UQ, .. )

A; viene anche detto fattore di scala per il campo v;

A; < 1: campo irrilevante
A; >1: campo rilevante

A; =1: campo marginale

160gni volta che si rinormalizza vengono moltiplicati per A.

&

(4.47)

(4.48)
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4.5.3 RG su Ising 1D

H=-JY 8iSiy1—h> S

N/

SPIN Block <PIN

Si divide il reticolo in blocchi di taglia b = 2
Lo . eBI+h) =8I
matrice di trasferimento: T = BT GB(I—h)
si introducono le seguenti variabili

BJ v=rePh 0<u,v<1

1
—_— u
T = (z& )

Quando raggruppiamo insieme 2 spin, risulta necessario calcolare

u? + — fu+i)

u=-e

ottenendo

u2v2

T’=T2:T-T:< . 5 Uz
’U—FE U—F?

richiediamo che la nuova matrice di trasferimento abbia la stessa struttura di T

1 /

T/ _ C (ulvl Ul)
’U/ v
u/

Osservazione 35. La costante C' é irrilevante poiché, quando si considera la nuova matrice di trasferimento
T’ per calcolare Z’, essa apparird come un termine CV/®, L’energia libera F’ acquistera una costante
additiva del tipo —(NkgT/b)logC.

confrontando
1 1
C =ul 4+ —
u'v’ u2v? - (1+y)?
) _ —p— 9
uw=v+ = caleel (I_:_ y)(1+y) dove z=ut, y=1°
v / X Yy
Cv/:u2+—2 y_y1+xy
/ u2

L’Hamiltoniana del nuovo sistema a blocchi di spin
e ¢ definita a temperatura, campo magnetico e accoppiamento diversi (dati da v, v');
e descrive le fluttuazioni sulle scale di lunghezza che sono raddoppiate rispetto al sistema originale.

11 risultato della trasformazione del block spin puo essere rappresentato da una mappa discreta (RG map):

u’ filu,v)\ _ 2
(’UI> - (fZ (’LL, ’U) = f(ua U)
Si pud costruire un diagramma che mostra le sequenze di punti generati da differenti condizioni iniziali
tramite [’applicazione ripetuta di questa mappa (RG trajectories):

&
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ey = P

PuNnTo Fisso

j_? REPULSNVO
/@ > > >
- PUNT\ Fiss)

‘(\:O DYTRATI v

PUNTO Tisso
LEPULSIVO

h:+00’\\
l—\_@ 4 Y i > - 473 =&~FT
, T=D T-+%

(g:+oo) (%:o\

e lalinea (x = 1,y), ovvero 8 = 0, corrisponde agli stati con il massimo disordine!” termico (T = +oo,
¢ =0), sono punti fissi attrattivi;

e per £ = 400 si hanno i seguenti punti fissi repulsivi:

—(x=0,y=1),ovvero T =0e h = 0;
—(x=0,y=0),ovvero T =0e h =40

e i punti, evolvendo, si muovono verso i punti attrattivi.
Punti fissi <$*> = (fl(u*7v*))
Y f2 (u , U )

=1 qualsiasi y* € [0, 1]
=0 y*=0,1

risolvendo

I punti fissi rappresentano le caratteristiche strutturali pitt importanti di una analisi RG, poiché organizzano
lo spazio del "flusso" delle costanti di accoppiamento in sezioni che possiedono comportamenti qualitativa-
mente differenti.

I punti fissi presentano £ =0 o £ = +o0o poiché:
(i) tutte le caratteristiche del modello rimangono invarianti (incluso £);
(ii) ciascun RG step raddoppia le scale di lunghezza.

Le traiettorie RG giungono asintoticamente verso i punti fissi attrattivi, qui & presente una linea a 7' = +oc0.
Non importa quanto bassa sia la T, il flusso RG guidera sempre il sistema verso un regime di T effettivamente
piu alta (o, in altre parole, di minore ordine).

La temperatura fisica non cambia sotto la rinormalizzazione, infatti il blocco di spin si comporta come
un nuovo modello di Ising con una 7T piu alta.

Per essere piu quantitativi per quanto riguarda il comportamento a bassa T, si linearizza la RG map
vicino al punto fisso (u*,v*) = (0,1), o equivalentemente (z* = 0,y* = 1).

- =

X'+ AX = f(X*+AX) ~ f(X*)+ 0. f ’X AX + O(AX2)

17Qui non riusciamo a dire nulla.

&
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dove

T+y
142y

A = (+y)” S hlea) =y

x+y)(1+ay
_ (azfl ayfl)
X 6wf2 any

<4 0>
o \0 2

Osservazione 36. La matrice e gia diagonale, in caso contrario si sarebbe dovuta diagonalizzare.

(37) -6 2) (&)
(3= (5 9 ()

Per capire il suo significato, calcoliamo ’energia libera ridotta f = F/NkgT
1
N'b
b é un parametro arbitrario senza nessun significato intrinseco, imposta solamente la scala di osservazione,
quindi si puo imporre che

generalizzando!®

1 1

VPAz =1 = b= Ax"/?

A A
- 1/2 Y — 1/2 Y
f(Az, Ay) = Az /*f (1, x1/2) =Azx/°F ( x1/2>

dove si é definita una funzione F adimensionale ad 1-parametro.

{Ax:x—0:u4:e45‘]

_ _—2B8J 28J
Ay=y—1:1)2—1:€—2/3h_1:_26h = f=e ]‘—(6 ,Bh)

Dunque, la dipendenza a propri dell’energia libera dai 2 parametri indipendenti 5J e Sh ¢é stata ridotta ad
una funzione ad 1-parametro moltiplicata per un prefattore overall.
Ci aspettiamo che

1
I~%

poiché non ci sono motivi per cui F diverga, é ragionevole assumere che la divergenza di ¢ sia portata dal
prefattore:

5 ~ 62[3J
da cui segue che

f~ & VF(EBR)
Questo é consistente con la soluzione esatta trovata
a

$= “iogftannzry] 770

18Una trasformazione con b = 4 siti ¢ equivalente ad applicare 2 volte una trasformazione con b = 2 e cosi via. Questo vale
anche per b piu grandi.

&
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Capitolo 5

Meccanica statistica quantistica di
equilibrio

5.1 Principi base

A ciascun sistema fisico é associato uno spazio di Hilbert H, lo stato del sistema & rappresentato da un
vettore |¢) € H che evolve secondo I’equazione di Schrédinger

0 A
iho [9(1) = H[$(1))

dove H rappresenta 1’operatore Hamiltoniano. .
Ogni osservabile é descritto da un operatore autoaggiunto O, il cui valore di aspettazione

O = ()| O (1))

rappresenta il risultato medio di un grande numero di misurazioni sullo stesso stato |1(t)).

Al fine di descrivere un ensemble statistico, si ha prima di tutto bisogno di un insieme di stati {|a)}x
ed una distribuzione di probabilita {p,} associata ad ognuna di essi, ovvero il sistema é rappresentato dallo
stato |1))) con probabilita py € RT

p= ZP,\ |¥a) (¥a] matrice densita
A
con pA=0VA Y pr=1
A

1l valore di aspettazione per un dato osservabile adesso ¢ dato da:

0 =3 p(rlOln) — |0=T{p0} (5.1)
A

Proprieta di p :
e ¢ un operatore autoaggiunto;
e possiede tutti gli autovalori positivi, py > 0;
o Tr{p} =1 poiché >, pr=1;
e stato puro <= p?=p

L’evoluzione temporale della matrice densitd p per un sistema, descritto da una Hamiltoniana H, &
governata dall’equazione di Liouville-von Neumann:

L Op -

zha = {H,p} (5.2)

stato stazionario: [preq} =0 (5.3)
95
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Si introduca una base composta dagli autovettori {|¢,)} dell’energia: H |¢,) = E, |¢p)

(i)

Postulato di uguale probabilita a priori: si supponga di avere ad un certo istante ¢

() = enlt) |6n) (5.4)

il fattore ¢, (t) mediato nel tempo & dato da

|cn(t)\2 _ {gostante :Ttin;ri: <E+A (5.5)
con E energia del sistema e A incertezza associata ad E.
Postulato delle fasi casuali: effettuando una media sul tempo
en(t)em(t) =0 pern#m (5.6)

ovvero le fasi sono scorrelate.
Il sistema dovra avere una sovrapposizione uniforme ed incoerente di stati aventi energia E,, ~ F

Ensemble microcanonico

pmim:ﬁ S 16a) (6al|  dove I(E) = Tr{p} (5.7)

E<E,<E+A

La definizione dell’entropia
S(E,V)=kplog'(E) (5.8)

stabilisce una connessione con la termodinamica. Il paradosso di Gibbs non emergera perché é stato
giad imposto automaticamente il conteggio corretto.

3% legge della termodinamica: a T' = 0 il sistema si trova nel proprio ground state
S(r—0y = kplog go (5.9)
dove go ¢ l'indice di degenerazione dello stato fondamentale (per livelli discreti di energia).
se ground state non degenere = go =1 = Si7—g) =0

Per sistemi con uno spettro continuo, si deve studiare il comportamento della densitd di stati

w(E) = %F(E) (5.10)

Ensemble canonico: la derivazione usata nell’ambito classico rimanere inalterata con la seguente
sostituzione (banale):

1
NN /dN(deﬁ—> Z (somma su tutti gli stati del sistema)

1 N N
Pean = I e PH dove Zn = Tr{e_BH} (5.11)

La termodinamica viene ricava in maniera analoga al caso classico

1
Zy = e PFIV) — P(T, V) = 3 log Zn (5.12)

&
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¢ Ensemble grancanonico: il fatto che il numero di particelle non é fissato comporta che lo spazio
di Hilbert adesso ¢ una somma diretta di spazi con n particelle arbitrarie.

+oo
1 ~ -~
Pc. = % e~ PH-uN) dove Z = Z 2" Z, (T, V) (5.13)
n=0
z=ePH fugacita
Zn funzione di partizione canonica per n particelle

La vera novita risiede nella presenza di una statistica per le particelle quantistiche.

5.2 Gas ideali

Si consideri un gas quantistico di IV particelle non interagenti e spinless
N
H=Y 5  (p=—ihVy)
i=1

1. sistema bosonico: |¢) simmetriche se scambiamo gli indici di 2 particelle, particelle indistinguibili;
2. sistema fermionico: |¢) antisimmetriche, particelle indistinguibili;

3. sistema di Boltzmann: non si hanno vincoli di simmetria/antisimmetria, particelle distinguibili
(attenzione al fattore 1/N! da inserire);

Il sistema di Boltzmann non é realistico in natura, ma utile per descrivere la fisica classica. Si puo far
vedere che ad alte T' (basse densitd) i sistemi bosonici/fermionici si comportano come quelli di Boltzmann.

Ogni autovalore dell’energia di un sistema non interagente € pari alla somma delle energie di singola
particella:

2
€5 = 2p per una particella in una box di volume L3
m
1 i 27h
up(Z) = enb® dove p'= % conm e 73

VL3 L

Votoo V .
P T AL
2

Uno stato ¢ cosi specificato da un insieme di numeri di occupazione {n;}

E= Z EFNp energia totale
2
N = Z ng numero totale di particelle
i
0,1,2,3, ... bosoni
Ny = . .
0,1 fermioni
Per un gas di Boltzmann ny; = 0,1,2,3, ... , ma adesso {ny} specifica tanti possibili stati in quanto si

tratta di particelle distinguibili: quanti sono ?
N!
Hﬁnﬁ!

In altre parole uno scambio dei momenti di 2 particelle porta ad un nuovo stato, ma lascia {nz} invariato.

#stati differenti =

&
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Osservazione 37. Si puo utilizzare il formalismo microcanonico
>ini=N

I'(E) = Z*W({ni}) dove * = {Zi niei = E

{n:}
W sono i possibili stati corrispondenti alle occupazioni {n;}. Non si utilizzerad questo formalismo perché

calcoli lunghi e complessi.
Considero il formalismo grancanonico
* —BE({nz})

N(T V)= g{ns})e
{nz}

dove
g({nz}) = indice di degenerazione

* 1 ZnﬁzN
”*}):Znﬁsﬁ

Gas di Bose g({nz}) =1 ny=0,1,2,3, ...
Gas di Fermi g({np}) =1 ny=0,1
1 N! 1
Gas di Boltzmann g({nz}) = < ) = ny=0,1,2,3, ...
P N! Hﬁnﬁ! Hﬁnﬁ! P
Considero il gas di Boltzmann
% —Beo po —pBe1p1 1 N

— € e , — (e B ~Be N_ —Bep

Zy= Y ( e ...)_N!(e et )Y = (X
no,Mn1,... P
(@1 a2t o)V = Y < i ,@ — ,) H T ionomate
kit ... +hp=N

o vV 2m\*? v
Ze Bey — /dp BP /2m — h3< ﬂ ) = ﬁ (QkaBT)B/Q

N
= IN = NN

(2mmkpT)3N/? (5.14)

da cui segue la termodinamica di un gas ideale classico
Per quanto riguarda i gas di Bose e Fermi la situazione & piu complicata a causa del vincolo x*

N = Z*e—BE({m}) . Z”ﬁ:
{nz} i

ngep

'UA
Ty
Il

questo vincolo puo essere tolto passando all’ensemble grancanonico

ZzNZNTV ZZ 2257 e =P

N=0{nz}

_ Z Z*npe BZmpEp: ZH 2N e

{nz} P

Z(2,T,V) =

Brgep

{nz}

11/N! conteggio di Boltzmann, N! numero totale di permutazioni, Hﬁnﬁ' numero di permutazioni ad energia fissata

(momento).

&
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Z(z,T,V) = H Z (zePer)"? (5.15)

7 {ngp}
5.2.1 Bosoni
+oo 1
serie geometrica Z " = T2 lz] <1
n=0
1
ny=0,12 ... = Z(zT,V)= Hﬁ con |ze PP < 1 (5.16)
L1 —ze Pes
I

Il termine ' = 0 diverge se z — 1 = serie non convergente?

Per adesso trascuro il termine p'= 0

logZ:10g<H1—ze55p) Zlog (1—ze7?%)
P

0 —e~Per 1
N—Zailogz—_ZZ]__Z@ Bep _gzleﬁsﬁ_l

N:Z’I’Lﬁ
7

1
(np) = P statistica di Bose-Einstein (5.17)

Per V' — 400 si ottiene

Vo[ pes em
logszﬁ/dplog(lfze A ) = (log(ls)Zi)

n=1

"rOCl s _;_ﬁ 2/ o m 3/2
/dp ((27) _h3z [ e =h32 ( ) B

v 3/2
= 53 (2mmkpT) Z 27 Zno/Q

dove A7 ¢ la lunghezza termica: Ay = h/v/2rmkgT

%4
log Z = 2. 95/2(2)
T

0

2Questo fatto é connesso alla condensazione di Bose-Einstein, come si vedra.

&
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Adesso, invece, ricavo i contributi del termine p'= 0

log Z = —Z log(1 — ze P7) = —log(1l — 2)
P p=0
0 0 -1 z
“9. 8 e og(1 =) T2 12
z
{no) = 1—=2

sommando i contributi si ottiene

v
log Z = 2 5/2(2) — log(1 — 2)
T

\%4 z
N:Egg/Q(Z)—F 1—=2

Gran potenziale: Q2 = —pV = —kpTlog Z

P 1 1
ng%m(z)—vlog(l—z) con0<z<1 .
W) 1L (5.18)
Vv _v_/\?}gw2 V1i-z
5.2.2 Fermioni
np=0,1 = Z(z,T,V)=][[(1+2¢7%) (5.19)
2
log Z = log [H(l + Zeﬁﬁﬁ):| — Zlog(l + Zefﬁeﬁ)
e Per 1
_z—logZ—zZ T 2055 :Zﬁ:m
(ng) . tatistica di Fermi-Di (5.20)
P/ = T 1. —Bes | 1 statistica di1 Ferm-Dirac .
P z=le Per 41
Per V' — +o0 si ottiene
log Z ~ v /dﬁlog(l + Ze—ﬁsﬁ) - log(1 +¢) = f(_l)m—liﬂ
h? n

n=1

—Bep

_ n+1 Ze n+1 = _—fn 2m __
= /dp Z - =33 Z /d pP/2m _

Vv % 2 om %2 V2rmkpT)? <X nt1 2
— ﬁz(* —+1 ( > :V( B ) Z(fl) +1

Bn e nb/2

n=1

VX zZ"
_ n+1
RO

“+o0

fule) = Y12

n=1

&
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v
log Z = )\—3f5/2(z)
T
0 \%4 2"
N=z—1logZ=— —1)ntt
“5; %82 =33 2.1V

Gran potenziale: ) = —pV = —kpT log Z

p

kT

(V)

%

+oo

1
5 f5/2(2) con z >0
Ap

1
= 0 = Efs/z(z)

In questo caso non ci sono questioni per gli stati popolati macroscopicamente (principio di Pauli).

5.2.3 Energia interna

Calcolo I’energia interna per entrambi i tipi di gas (si trascura il termine p'= 0 per i bosoni):

oV

3
E(2,T,V) = —%logz = _%E[f/%ﬂ(z)] =-V [f/gs/z(z)]% (;W) =

= —%(QWm)Sp[f/gs/Q(z)]

2mm

B

31V

31 (1 °
=33V (V) W0 = 5555 1/alo)) = 55108 2

101
n32 ;T f3/2(2)
(5.21)
) B3/2 = —%(%m)w[f/gs/z(z)} <_;) 55/2 =
31
(5.22)

E(z,T,V) = ng

Questo risultato é valido sia per gas di Bose (escludendo il termine p' = 0), sia per gas di Fermi che per

quello di Boltzmann.

Summary
Bosoni
1
(np) = =i mer 7
+oo  p
Ja(2) = e
n=1
P 1 1
kgiT = EQS/Q(Z) v log(1 — 2)
(N) 11 1z
vV v )\%gg/g(Z)—f— V1i—z

con 0<2<1

Fermioni
1
) = A1
400 on
«(2) = —1nt =
fole) = 20
p _ 1 >0
m = E]%/Q(Z) con z 2>
(Ny 1 1
vV T )\TfS/z(Z)
T

Osservazione 38. Entrambe le espressioni valgono nel limite del continuo e per gas ideali.

Trovo z = z(v) dall’equazione di v, elimino z dall’equazione p/kpT = ottengo l’equazione di stato

&
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5.3 Limite classico delle statistiche quantistiche

Senza perdere di generalita, si considerino N particelle quantistiche identiche spinless

H=K+Q
R &
K = o ; V3 energia cinetica
Q(Fy, ..., 7TN) = Zﬁ”(m —7j|) energia potenziale
i<j

dove ¥;;(|7; — 7j|) € un potenziale di interazione a 2-corpi. Sia {|¢,)} una base per lo spazio di Hilbert .

Iy =Te{e P T =37 (gule 7 |pn)

[ ANFG(F) e=PH g (F)

2

N
. . T—+co 1 N - 3N = —BH(§,p o Di -
limite classico: Iy —— W/d gdN pe PH(TP) Hclassica) = 42_1 o + Q(7)

e Particelle libere: Q =0 = H = Zivzl p2/2m

3

Autostati di singola particella in una box di volume V = L? con condizioni al bordo periodiche:

1 - 2mh
uz(7) = —= e PT/h con p=—1 iez?
Autostati a molti corpi (1* quantizzazione):
S . 1 S S
Vg, g (71, 7TN):ﬁzéﬂ[uﬁl(ﬂrl) g, (172 Uy (17N )]
™

dove

Z :  somma su tutte le permutazioni

™

_J+1 bosoni
" +1 fermioni (+1 perm. pari, -1 perm. dispari) => determinante di Slater
(771, ... ,mPn ) permutazioni delle posizioni (7, ... ,7n )
— Per i fermioni gli indici in (pi, ... ,Pn) devono essere tutti distinti (Pauli)

(g in Vi n) =1

Le funzioni d’onda sono, quindi, normalizzate.

— Per i bosoni gli indici in (p7, ... ,pn) non sono necessariamente distinti

W iU n) = [ [ ()

p

dove n; rappresenta il numero di occupazione di una singola particella nel livello p.

5z o= —PL PN normalizzata

Yy ey

&
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Si indichi con Y_" la sommatoria su insiemi distinti dei p;

N * )~ ~ ~(nz!) /- ~
TI‘{O} = Z <7/}13'1~.15'N o wﬁl~~ﬁ}\r> = Z % <wﬁ1'-~ﬁ1\1 o ¢ﬁl"~ﬁN> =
D P1 .- PN
= ]\1” Z (Vg on | O V5, . 5n) (cioé non normalizzato)
P1 - PN

Adesso calcolo la funzione di partizione

2 1

N,hSN/N*/dN* 2559 (7)) ug, (071)] - ..

[ D, (TFTN> (GTN)] 675 Zi:l pi/2m _

P
B W / / 5 i ZéwN! [, (771 ) g (71)]
[t (r7) g )] PSRt /om
N' h ™ P

adesso é utile introdurre il seguente integrale gaussiano

si osservi che
quindi

segue che

Classicamente A\p < 1 (A = 0, T — +00) = f(?) = e~ /A% £ () solo vicino a Z=0 e f(0)=1.

Il termine dominante nella serie ) _ &, quindi, quello corrispondente alla permutazione identita:
r=1= nr;=r; Yi=1,...,N
Si ottiene cosi la funzione di partizione classica del gas ideale di Boltzmann
1 N V
ZN >~ N!)\‘}N/d 7 f(0) ... f(0) =

3N
\—7,1_/ N! )‘T

&
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@)

=0

o z
Figura 5.1: f(Z) = exp{—7mz?/A\2} T — 400 = M. =0
e Correzione quantistica al 1° ordine

Si supponga che solamente una coppia di coordinate viene scambiata per permutazione

L,...,i,...,5,....N——1,...,5,...,4,...,N

J@F =78 - oo f(wy = o) = f(R = T2) - (7 =) = (7 = 72) - [ = )
segue che

N = g
ZN = Nl)\3N/d [1izf ] Nl)\SN/d [1iz ]
i<j 1<j

dove 1 ¢ la permutazione identita, 3, f(7% — 7;)? tutte le possibili permutazioni ad 1-coppia e si ¢
usata la notazione f(7; — ;) = fi;.

dato che fj; ~1+¢ = 1i2 szH(li 12])

i<j i<j
~ Nz log I, (1£f7) —
ZN_NI/\SN/ Hli _Nl/\SN/d re s tlici V=
i<J
1 N~ S._.log(1+ f2
= W/d res~i<i g’( )
T
si definisce un potenziale effettivo della forma
1 o
By =3 log (1 + e~ 217 =7il*/ 30 (5.23)

Bosoni + V5 <0 potenziale effettivo attrattivo Formazione di cluster
Fermioni — Vi >0 potenziale effettivo repulsivo Principio di Pauli

0;; dipende dalla temperatura, quindi, é un cosiddetto pseudo-potenziale (potenziale fittizio).

Adesso si considerino particelle interagenti: H=K+Q
In generale: [K, Q} #0 e BH = —BE+Y) # e PR =B

Nel limite T" > 1 ¢é possibile effettuare un’approssimazione mediante I'applicazione della formula di
Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

Ach o2 Z:A+B+;[A,B}+([A,[A,B]}+[B,[B,A]D+... (5.24)
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vy P
FERMION S
S
e
0 -— r
BOSQNS
—kpT log 2

nel nostro caso

e BE+Q) _ —BK —BQ —38K.Q] | 0(8%)
dunque approssimando al 1° ordine
In = Tr{e_ﬂ(KJrQ)} ~ Tr{e_ﬁke_ﬁﬂ} ~

VN . iy
= NN / d"p / AT g, (P T2 e PR PE/2m =B B v

seguendo il medesimo procedimento

1 . . . o o _ v
IN = NN Z‘Sw/dNTf(m S L) flr — Ty ) e P T v
DY
ovVVero
1 = .1 +f2) — s
ZN =~ W/dNr e2i<i og(1+/5) e P licivis O(ﬁ2> (5.25)

o<y log(1£f5) pseudo-potenziale quantistico
e P icsvii potenziale vero
0(5%) ordine della correzione

A livello formale questi integrali possono essere trattati con tecniche di espansione in cluster (come
visto per il caso classico).

5.4 Bosoni non interagenti

5.4.1 Corpo nero

Si vogliono studiare le proprietd di equilibrio di una radiazione elettromagnetica in un volume V alla
temperatura T'. Il volume V rappresenta una cavita in un qualsiasi materiale che viene riscaldata ad una
data temperatura. Gli atomi delle pareti emettono ed assorbono radiazione in modo tale che il sistema sia
in equilibrio termodinamico.

L’Hamiltoniana di un campo elettromagnetico libero é data dalla somma di oscillatori armonici di fre-
quenza w ed energia (n +1/2)fw con n =0,1,2,...

&
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Il fotone & un quanto del campo elettromagnetico ed ¢ un bosone a massa nulla di spin A e velocita c
nel vuoto. Esso puod avere spin con 2 orientazioni indipendenti. Qui scegliamo di prendere le polarizzazioni
lineari. Un fotone di frequenza w possiede:

e energia € = hw;
e momento = hk con |k| = w/c;
e vettore di polarizzazione € tale che €- k=0 con |k| =

Si puo associare ad un fotone un’onda piana di radiazione elettromagnetica con campo elettrico

dove €ci da la direzione di E (che & L k).
Si consideri una cavita cubica V = L2 con condizioni al bordo periodiche (all’equilibrio termodinamico
sono tutte condizioni irrilevanti)

2
_ s _;623
Ln 7

V—+o0 |4 e
2 PE / an

# di valori del momento tra |k| e |k| + |dk| =

)

it

14
@ Ak dk

Dato che il numero di fotoni in una cavitd é indefinito, si puo scrivere la funzione di partizione come

Z = Z e PEAnE D) con E({n; .}) = Zhwnk - (5.26)
{nﬁyz}

dove nj . ¢ il numero di fotoni con momento k e polarizzazione €. La sommatoria non ¢ vincolata ad un

numero di massimo di fotoni® =
IR Ty Z e ] 61 - (5.27)

{"E,g} s €

i,e n=0
log Z = — Zlog(l ) ZZlog *ﬁﬁw> (5.28)
ke

dove il fattore 2 deriva dal fatto che ci sono 2 stati di polarizzazioni indipendenti.

Osservazione 39. w = |k|¢ = w = w(k)

e Numero medio di occupazione

1 1 )
») = = e BXgeheng . _ v B z*’gﬁwn»’g _
<nk> 7 {nz_: nge E E 7 {nz—:}[ 3(ﬂhwk)e E E }
ke c

fl( ) 9 Z e—ﬁzkghwnzgi_l 0z _ OlogZ _
CICLED N Z 0(Bhwy,) 9(Bhwy)

_ 10z _ ey = 2 B

- Bo(hw) /35 hwk { ZZlog )] T B 11— e P
= |(ng) = eﬂhf_ 7 statistica di Bose-Einstein (u = 0) (5.29)

3Ensemble canonico = grancanonico

&
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e Energia interna

1 0
E= E Z ﬁwn,; e—,B Eﬁyﬁ.hw’ﬂfg,g — Z Z |:—€_B Eﬁ,gﬁwng,g:| = 86 lOgZ —
{n;;,g} {”k ;}
e—Bi‘Lw

B o ) 2
_ 66[ QZlogl—e Bh } zzm:%:meml

= |E=) hwng) (5.30)

e Pressione

2
w=k|c= %m\ = 2rc V13|

oF 10 10
p=—ae=——logZ = —-— _2§ loog(1 — e P | =
ov. pov o8 ﬂ@V{ z Og( ‘ )}

— e V37
S oo

—2 \~ —Bh2mel|i| (-1/3V 1Y
= Z 1_ ¢ Bhw (—e ) =

B 2hw( -3y 1 1
- Z o —1 3V Zhw<"k> Y
k k

1
= |pV = §E equazione di stato (5.31)

Adesso si calcola ’energia interna nel limite V' — +o0:

_ 7 2 v = 2hck  2V(4m) [T hek®
E= ZFLW(”E> - Zh(Ck)eﬂh(ck) -1 (2m)3 /dkeﬁhck 1 (27)3 /0 dkeﬁhck -1
k

v T dw hwd/c2 Vh /+°°d w3
0

)y ¢ efh—1 723 Ve 1
E o0 B wS
v /0 dwe(w,T) dove e(w,T) = 5.3 o ]

sviluppando i calcoli

Vh [T w3 Vv oo (Bhw)? Vv Foo x3
E=— d = d(Bhw = d =
23 /0 WoBhw 1 BB n2es /o (8 )eﬁhw 1 Bisnee /0 T

Vv \%4 d Vv 7l vV n?
= 4323C(4)F(4): 1732300 °  B453,2,.3 15  R453.3 1
BAR3T2c BAh3m2e3 90 BAR3m2c3 15 BAR3e3 15

o 7T2 (kBT)4

15 (he)3

V = ExT? Legge di Stefan-Boltzmann (5.32)

Calore specifico:

OF A2 kLT3 I~
5T ., = % (i?c) Vv 124 150 poiché il numero di fotoni ¢ arbitrario (5.33)

Cy =

Osservazione 40. Un gas di fotoni non condensa al diminuire di 7" poiché p = 0, ovvero il numero di fotoni
non si conserva: vengono assorbiti dalle pareti.

&
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AL 2

Figura 5.2: Spettro della radiazione emessa da un corpo nero a temperatura 7.

5.4.2 Fononi nei solidi

A T sufficientemente basse, un solido cristallino assume una forma regolare e si pud supporre che le forze
tra i vari atomi (disposti in un reticolo cristallino) siano armoniche. Per eccitazioni a bassa energia, ’'Ha-
miltoniana & approssimativamente data dalla somma di oscillatori armonici, ciascuno corrispondente ad
una interazione atomo-atomo. I modi normali del problema possono essere visti classicamente come onde
sonore, rappresentanti una distorsione dei piani cristallini, e sono chiamati fononi*

Si considerino N particelle clasiche su un anello

N
m.
H= Z 2 (47 + w§ (g — @+1)?] (5.34)
p=1
q spostamenti dalle posizioni di equilibrio 5.35
o
1
Viz)= §x2 + %mS + §x4 problema di Fermi-Pasta-Ulam (5.36)
non armonici
Oscilla_tore
Considero il problema linearizzato, « = g = 0, tramite una trasformata di Fourier diagonalizzo

I’Hamiltoniana e si trovano oscillatori armonici indipendenti con una frequenza di dispersione non banale:

sin<7;\’[’> ' (5.37)

La frequenza dello spettro w, ¢ lineare a basse frequenze w, ~ v e cosi il mezzo diventa omogeneo (wy x ck).
Quando questo sistema viene quantizzato, un fonone & un quanto dei precedenti oscillatori armonici
disaccoppiati che viene rappresentato da un’onda sonora della forma

geilbr=—wt) k== (5.38)

N
H= Z % (02 + win?) {nv,7,} modi normali wy, = 2wo

v=1

c¢*  velocita del suono

€ vettore di polarizzazione — 3 direzioni indipendenti: 1 longitudinale, 2 trasversale

Per N atomi ci sono 3N modi normali: {wy}r=1,... 387

411 fonone ¢ una quasiparticella (eccitazione collettiva) che descrive un quanto di vibrazione in un reticolo cristallino rigido.

&
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Debye (~ 1912) assunse che un cristallo puo essere approssimato come un continuo, fatto di un materiale
elastico, di volume V. Le frequenze {wy} devono essere prese come le 3N frequenze normali piu basse. Per
semplicita si supponga V = L? e condizioni al bordo periodiche:

L9
k:%ﬁ i c 78 B Y2, 3

2
s Ak (5.39)

dove 3 é il numero delle direzioni di polarizzazione delle onde sonore. Utilizzando la relazione w = ck, si
ottiene la seguente densita di frequenze:

3V

2

g(w) dw =

Deve esistere una frequenza massima wp (frequenza di Debye) tale che g(w > wp) = 0:

/WD g(w)dw = 3N (5.41)
0

3(w)

e
n
q
]
0
7

(o] Wy W
3V “p 3V w3
2w2¢x3 @ 2mw2¢3 3 ( )
6723 N 672 1%
w%:% = wD:c*s% con v = o (5.43)

Per il calcolo delle proprieta di equilibrio si prosegue allo stesso modo di quanto fatto per il gasi fotoni in
una cavitd di corpo nero:

3 Va [P w3

&
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il fattore 3/2 deriva dal fatto che per i fononi si hanno 3 stati polarizzazioni indipendenti, mentre per fotoni

se ne avevano 2.

3 Vh wD (Bhw)® 3 6NVH [P 3
E= 272 c*3(Bh)* d(ﬁm})eﬁhw—l 2 w3 (Bh)* / dxe””—l
Ei ( ) ﬁth 23 B

ﬁw]_‘) N k‘BTD o TD

Th = = =
kpTp = hwp = Bhwp = T~ kgl T

E T4 Tp/T 3
—:9k3—/ do—~
0

N T3 er —1
o> 1 =
T [t g8 T T4 7t 3xt T
— ~09kp — d =9kp —=(C(4)T'(4) = 9%k —kp—
N gBTg/O Vo1~ O 7 COTM) = 9k 79 35 = ke g
OE| _ 12n T\°
= —| = k: N ~T?
V=or|,” 5 " (TD)
In accordo con il 3° principio della termodinamica:
1 dr
ds = f CVT — S(T=0)=0 = cv(T) =% 0
o1 =
3 N 3 x? 2
e*—1" 14+z+22/2+23/64+---—1 1+z/2+22/6
Tp/T 3 Tp/T 1/TH\>?
/ dx zx ~ / dra® = = (D>
0 -1 0 3\ T
T4 1/T
~ 9NkB 3 (;) = 3kpT teorema di equipartizione dell’energia
oF . .
cy = = 3Nkp = costante legge di Dulong-Petit
orT |y,

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)
(5.52)

(5.53)

(5.54)

Si é ritrovata la legge di Dulong-Petit, ovvero il limite classico per gli oscillatori armonici a temperatura

ambiente T > Tp, in cui ad alte T il calore specifico ¢y ~ costante.

Il modello di Debye stima il contributo dei fononi al calore specifico in un solido. Tale modello tratta
le vibrazioni di un reticolo cristallino come fononi in una scatola, in contrasto con il modello di Einstein,

che tratta il solido come degli oscillatori isolati non interagenti con la stessa frequenza di risonanza.

Il modello di Debye predice correttamente la dipendenza a T' < 1 del calore specifico (~ T3) e coincide
a T > 1 con il modello classico di Dulong-Petit (~ costante). A temperatura intermedia, a causa delle
ipotesi semplicistiche sulla distribuzione dei fononi, non rispetta perfettamente i risultati sperimentali.

5.4.3 Condensazione di Bose-Einstein
Caso 3D

P 1 1
m = )\*395/2(2) v log(1 — 2)

h 2mh?
T -
0<z<1 A = =
1 1 L =z =Z= T V2rmkgT mkgT

= Eg?’/Q(Z)JFVl—z

(5.55)
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G-

(@]

g3/2(2) € una funzione limitata, positiva e monotona crescente in z € [0, 1]

too P +o0 1 3
g32(2) = Y 372 g32(1) = 5 C<2> ~261... 93/2(0) =
n=1 n=1
+o00 Zn—l +00 1
Gal2) =D o ) =Y —5 o0 Ya<2
n=1 n=1

Riscrivo (5.86):

Questo implica che (ng) /V > 0 quando T e v sono tali che

n A3 A3
% >0 < TT — g3/2(2) >0 <= TT > g3/2(1)

cio significa che una frazione finita di particelle occupa il livello p = 0. Questo fenomeno é noto come
condensazione di Bose-Einstein (BEC). La condizione
Np
o > 93/2(1) (5.56)
definisce un sottospazio dello spazio termodinamico P — v — T del gas di Bose ideale, corrispondente alla
regione di transizione della BEC. Come si vedra, in questa regione (detta regione di condensazione) il
sistema pud venire considerato come una miscela di due fasi termodinamiche, una composta di particelle
con p'= 0 e altra di particelle con 7 # 0.
La regione di condensazione é separata dal resto dello spazio P — v — T' dalla superficie 2-dimensionale:
)\3
T

P 93/2(1) (5.57)

per un dato volume specifico v si definisce una temperatura critica T,:

h3 2mh?

o ) R ) kpT, — — 2" 5.58
r=vgs2() = G e = v9spl) = ks m[vgsa(1)]?/3 (559

T. & la temperatura a cui la lunghezza d’onda termica Ay & dello stesso ordine di grandezza della distanza
media fra le particelle. Analogamente per una data temperatura 7', si definisce un volume critico v.:

)\3
Ve = T

B 93/2(1) (5.59)

Per risolvere (5.86) e trovare z = z(T") bisogna distinguere 2 casi:

&
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(i) Se A%./v > g3/2(1), ovvero

1 h? h? 1 g m [vgs2(1)]?/3 1

_— > 1 — > 1)]%/3 -
o @ambpmyaz = 9320 = s 2 esp (T = o 2 —— 0 kT,

= T <1, oppure v < v,

1 o0
T<T.: z=1 perV =400 = Vliz: <:L/0> Vo < 00
(i) Se A3./v < g3/2(1) = T > T, oppure v > v,
1 =z (no) votoo
T>T.: — = 0
” V1i-z v
z si trova risolvendo I’equazione
/\3
TT = g3/2(2)

Osservazione 41. Per T > T, ci sta una sola z = z(T) come mostrato nel precedente grafico.

z =

<
1 s seT<Te <n0>{=0 se z<1

A
soluzione di =L = g3 /5(2) se T > T, N #0 sez=1
v

() T<T, = z=1

1 N 1 n,
(5.86): — =77 = Egg/z(l) + <—V?> (5.60)
(no) g3/2(1) (2mmkpT)3/?
3 3/2
1 h (2rmkpT) (5.62)
(2mmkpT,)3/2 h3

N
% =1- (T) # 0 = Jcondensato di Bose-Einstein (BEC) sullo stato p=0 (5.63)

Per T' < T, (o equivalentemente v < v, cioé alta densita) una frazione macroscopica di bosoni occupa
il livello = 0. In particolare se T — 0 tutti i bosoni vanno sullo stato p'= 0.

i) T>T, = z<1

(no) _
TO —0 — #BEC (5.64)

In conclusione

T\ 3/2
(no) 1- (> T <T, = BEC (5.65)

0 T>T,

Cosa succede alle occupazioni macroscopiche di p'# 0 7 Si verifica che non é possibile avere momento
P # 0 tale che (nz+¢)/V sia finito nel limite V' — 400 = bosoni liberi possono condensare solo per p'= 0

&
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gy
N
1
REC
o T T
Infatti
L g3e(2)  (no) | (m) | (na)
= ow Tv vy oy T
vediamo se servono
(ny) 1 1 11 11

V  VelePr—1- VePr—1 V Bep

1 1 /2rh \?2
5~:*2:(”ﬁ> ii € 7

P Zmp 2m\ L

(ng) _ 1 2m 2wh L1 vt
< ~N— ~ —

v Sma\1 " JER 0

In conclusione, si é visto da un lato che quando T' < T, una frazione finita di particelle del sistema
occupa il singolo livello 7' = 0, mentre dall’altro lato (n;x0) /N # 0 per § # 0.
Abbiamo, quindi, la seguente situazione:
e per T" > T, nessun singolo livello é occupato da una frazione finita di tutte le particelle, cioé le
particelle si distribuiscono "finemente" su tutti i livelli;

e per T' < T, una frazione finita 17(T/TC)3/2 occupa il livello p' = 0, mentre il resto di esse si distribuisce
"finemente" sui livelli p’# 0;

e per T = 0 tutte le particelle occupano il livello p'= 0.

Osservazione 42. La BEC é, a volte, descritta come una "condensazione nello spazio delgi impulsi" per
enfatizzare il fatto che é un fenomeno che segue dalla simmetria della funzione d’onda e non da un particolare
tipo di interazione fra le particelle.

Osservazione 43. Le manifestazione termodinamiche della BEC sono quelle di una transizione di fase del
primo ordine. Esaminando solamente I’equazione di stato, non notiamo nessuna differenza tra la BEC e
una normale condensazione gas-liquido.

Caso 2D

2m 2
L 2rh
t/@:/ w/f@ - = [ dy F="" con ez

0 = hUs L

Seguendo lo stesso procedimento del caso 3D

o L? =
log Z s —73 dp log(1 — ze PV’ /2m) = Z / dpe PPt /2m — (5.66)
L2 IX om ( wm) 2rm
_ES A (T g Z 0o(2) (5.67)
2 2 N2
h —n Bn h?p )\
9 2 I, -1 .2
n=1

&
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definendo a = L?/ (N), si ottiene

1 1 1
o= Egl(z) T 73 (no) (5.69)

Il termine (ng) /L? deve essere trattato separatamente poiché il termine = 0 in Z diverge. Adesso, dato

che g1(z) diverge per z — 1, ci sara sempre una soluzione per ’equazione

1 Y

1
P ggl(z) (5.70)

Se poi viene preso il limite termodinamico, L? — 400, il termine (ng) /L? non gioca alcun ruolo in quanto
z < 1 sempre.

o 1 2
Caso 1D Analogamente
L 1 1 1 L
log Z = — S=— - [ —— 5.71
si giungono alle medesime conclusioni poiché go(z) non ¢é limitata in z € (0, 1).
Funzioni termodinamiche
e Equazione di stato
P 1 1
-T<T.,: z=1
1 Vo400 P 1
Vlog(lfz) —0 T Egsﬂ(l)
P ¢ indipendente da v (v < v,)
~T>T.: M jv=gs(2),z2<1
1 V—+oo0 P 1
7 log(l—2) ———=0 T E g5/2(2)
1
p )\*395/2(1) T<T.
— =T (5.72)
kT

1
AT95/2(2) T>T.
T

e I[soterme

Osservazione 44. Come si é detto in precedenza, si tratta di una pseudo transizione di fase non
indotta dalle interazioni, ma bensi una rottura quantistica delle particelle.

&
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I
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| \ -
V() v, (Ty) v

Figura 5.3: Isoterme di un gas di Bose ideale.

Osservazione 45. Queste curve ricordano la costruzione di Maxwell per il gas di Van der Waals.

Linea di transizione T = T,:
P 1 1
= gse(l) = ———— g5 (1
knT. /\3T 95/2( ) vg3/2(1) 95/2( )
27 h2 1 1 2rh? 1 gs/2(1)
m 23 3 ) g5/2(1) = — =7 53
[vg3/2(1)] 93/2 [g3/2(1)]

1
P=kgT, — 1) =
B vg3/2(1) 95/2()

2 h2 2 1)
e o

Possiamo interpretare la parte orizzontale delle isoterme AB come la regione nella quale il sistema é
una miscela delle 2 fasi, analogamente al caso della condensazione gas-liquido.

A : fase condensata B : fase gassosa AB : coesistenza fasi

kT
Tensione di vapore Py(T) = ;;3 gs/2(1) (5.74)
T

differenziando si ottiene

dPy(T)  d kgpT d mkpT\*/?
ar 4T Ak 952(1) = qpksT\ 55z | 952(1)

3/2 5/2 3/2
m dT m 5
= ( > 95/2(1) kB = ( > 95/2(1) kB §T3/2 =

2mh? dT 2mh?

mksT\*?5 5 kg 5 kg
(G ) Fhoomal) = 552 0520 = 5o sl
1[5 95/2(1)}

= —kgT
Tvc |:2 P 93/2(1)

il risultato ha la forma dell’equazione di Clausius-Clapeyron

dP(T) L

T TAs dove Av = vg — vy, L calore latente (5.75)

quando le 2 fasi coesistono la fase gassosa ha volume specifico v., mentre la fase condensata ha volume

specifico nullo:
Av=vg —v4=v.—0=1, (5.76)

&
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Il calore latente di transizione per particella, quindi, & pari a

5 gs/2(1)
L=—kgT 5.77
2" gs3/2(1) (5.77)
per cui la BEC é una transizione fase del primo ordine.
Osservazione 46. L’equazione di Clausius-Clapeyron vale per transizioni della I specie
oG oG
G=F+pV = dG =Vdp— SdT dove —| =V, —| =-5
op | oT »
dp SB — SA L
dGa =dGp = Vadp — SadTl = Vgdp — SpdT — = =
A B Aap A Bap B ar Vs — Va TAV
e Energia interna
3kpTv
5 3 51)3\7395/2(1) T<T,
L o, T
N~ 2TV 3 kst (5.78)
2 N gs2(2) T >T,
e Energia libera di Helmholtz
v
7 2 gs/2(1) T<T,
N = o (5.79)
B 3 gs/2(z) —logz T >T.
T
e Energia libera di Gibbs
G 0 T<T,
= - (5.80)
NkpgT logz T >T1T,
e Entropia
5 v
g 57;95/2@) T<T,
N5 Y (5.81)
iA—BgS/Q(z)—logz T>T,.
T
1 L
st S5y ee L (5.82)

N 2 B 93/2(1) T
da cui segue che (ricorda che per la fase condensata A si ha che v = 0)
S(T=0)=0 in accordo con la 3% legge della termodinamica

Questo significa che la fase condensata (che ¢ quella che si ha per T = 0) non ha entropia. Ad ogni
temperatura finita I’entropia totale é interamente dovuta alla fase gassosa.

e Calore specifico

15 v
18 95/2(1) T<T
Cv _ T (5 83)
Nkp 15 v (2) — 9 ds2(2) T>T, ‘
4 A3 95/2 4 91/2(2) ‘
Oy 29 73/ Oy L2tee, g Nkp (limite classico)

&
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CV Punto di non derivabilitd = Transizione di fase I ordine
Nkg R

LIMITE
/7 CLASSlco

N| W

1
I
[
|
-—-——————_—__—-[-—
[
I
I

|
T, T

Questo andamento va confrontato con quello di un gas di fotoni o fononi in cui

Cv(fotoni) Tﬁo} ~ T3

fononi

Il motivo di questa differenza sta nella diversita fra gli spettri

2
particella: ey = % fotone/fonone: e; = cp
m
a parita di energia lo spettro della particella ha una densita di stati maggiore di quello dello spettro
del fotone/fonone, di conseguenza la particella pud accedere ad un numero pit grande di modi di

eccitazione e, quindi, il calore specifico & maggiore.

La BEC puo avvenire solo quando il numero di particelle ¢ conservato. Ad esempio, i fotoni non condensano
avendo l'alternativa piu semplice di scomparire nel vuoto.

5.5 Fermioni non interagenti

La caratteristica dominante comune dei sistemi di fermioni & ’esistenza della superficie di Fermi che & una
diretta conseguenza del principio di esclusione di Pauli.

p__ 1
RoT a3 o2 — R N )
1_ if (2) — e V2rmkgT  \| mkgT ‘
v )\3T 3/2
dove
00 .
o) = Sy 2
n=1
Riscrivo f, in forma integrale®
/\T Be /\% oo 2,2 —Bp?/2m
f5/2(z)—vlo Z‘?ﬁ dplog 1—|—ze P)zﬁ ; 4m°p dplog(1+ze ):

2m  2m
ey \/ 2£p, 2ydy = %pdp = p’dp = ppdp = 5V g vy = (2mkpT)*? y?dy
h3 42

“+oo . 4 +00 )
—_— 2 kTS/Q/ dy y? log(1 -y’ :7/ dy y?log(1 —y
(QﬁmijT)S/Q B3 (2mkpT) 0 vy Og( tze ) v Jo vy Og( +ze )

+oo ey’ 4 +°°d y?
f3/2(Z) f5/2 \f/ U wrpeprd 1+ ze v’ ﬁ/o ym

5Senza utilizzare questa volta ’espansione log(1 + ¢) = Z:{i’i(—l)"*l% (vedi il calcolo per il gas ideale fermionico).

&
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ey? +1 in 2z

400 +(XJ 2
Yy monotona
f5/2 dyy 10g<]. +ze Y ) f3/2 crescente (585)
\F \F VT 11

e Limite classico: = A3 /v < 1 (alta T, bassa densita)®

= 11 2" 22 23 24
f3/2(Z)ZZ(—1) 372 :Z_W+33W_m+
n=1
too n 2 3 4
B i1 20 z z z
Js2(2) = Z_:l(_l) e f T mr tar et
/\3 2
TT = f3/2(2) =z — 9372 +.
A1, A1 AN X 1 A3
2774’23%2 +*7+23ﬁ 7 +--= . 1+23T7+
il numero di occupazione medio si riduce alla distribuzione di Maxwell-Boltzmann
1 e NN 4

inoltre

BN W S N (U WO VA DU B . A Y
kpT — A3 72 T X3 25/2 7 ) T3, 252) =N\ v 232 2572)
2
UL S S U PV AR S
A3,25/2 Ty N3, 25/2

pv A pV AN
~1 ~14 2 L .
kel Yoz, T T NkpT TR Y (5.87)

ovvero possiede la forma di un’espansione del viriale

kBT ZB” (z;/r))

_1. _ v _ _
0=1: BiT) =1 = S =1 = pV = NkgT (5.88)
AL 1 wR2 P2

By(T) >0 = potenziale efficace (pseudo-potenziale) repulsivo’

Le correzioni al gas ideale classico non sono dovute alle interazioni molecolari, ma ad effetti quantistici.
Tutte le altre funzioni termodinamiche si riducono a quelle di un gas ideale classico piu piccole
correzioni.

e Limite quantistico: = A\3./v>> 1 (bassa T, alta densita)®

Per z > 1 si puo ottenere uno sv11uppo asintotico mediane la cosiddetta espansione di Sommerfeld:

+oo y2
f3/2(2) f/ Py

SLa distanza media tra le particelle ¢ molto piii grande della lunghezza d’onda termica

"In accordo con quanto visto in 5.3.

8La lunghezza d’onda media delle particelle ¢ molto maggiore della loro distanza media, pertanto, gli effetti quantistici (in
particolare il principio di esclusione di Pauli) diventano importanti.

&



DocumentiUniversitari

5.5. FERMIONI NON INTERAGENTI 119
ricordando che z = eP*, definisco v = Bu

2

4 o0 y 4 +oo y2
f3/2<2’) \/7?/0 ye_ﬁ“6y2 1 ﬁA Y

v 11
dt dt
t=y> sy=Vt = ydy=dt >dy= — = —
Y Y yay Y 2% /i
= 4/+Oodtt — 2/+OO dtL — (integraziope)
VTlo  2v/tetv+1 7 ), et~V +1 per parti
22 2 [T 202 B e G0 I S B i
VT3 etV 41, ﬁS/O (et=v 4+ 1)2 3ﬁ/0 (et=v 4+ 1)2
=0
u=t—v (t=0:u=—-v) = du=dt

4 +oo t3/2€u

== du——
sv/m )., vt

e'u.

+oo +o0
sk (e"+1)7'(e™+1)"' #0 solovicinoau=0 = _>/

et 4 — 00

. (u+1/)3/221/3/2+gul/2u+%1171/2u2+...

= f3/0(2) ~ A o du e V32 4 §V1/2u + §V71/2u2 +
MR R ) T (et 1)2 2 8
4

R

dove si & definito?

+oo u™ et
I, = —_— )
/ g (5.90)
Ih=1 Ippi1 =0 Iy, = (2n — 1)l4n(1 —2'72") ((2n) (5.91)
f3(2) Limite -
3 quantistico <" _ _ -
(2)~ {&8%}3/1
3/2
7 Limite
p 2z classico
) !

sostituendo

4 2
f3/2(2) ~ 3ﬁ(IOV3/2+ 2121/71/2 +> = M<V3/2+ %V71/2 +>
2

74
=g, L=y
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per definizione z = e’# = ¢ = v =logz

faya(2) =~ (log 2)3/2 + < (logz) 1/2+...} (5.92)

3\f

Adesso si vuole studiare la situazione in cui

)\3
(log2)%? — ZL ~

f3/2( ) 3\/* v 33*

1/ 2702 \*? 4
1 3/2 - ~ 1 3/2
(o2 — L2} = 0 oxs)

ricordando che z = e#0_ si ottiene la seguente espressione per il potenziale chimico

L2nm N 4
v\ mkgT V2
a2, VT 1 <2ﬂh2 )3/2 B 3\/7?(%712)3/2

Ko 46320\ m 4v m
3vm\Ponh?  [6n2\ %/ B2
S e = o
4v m v 2m
2/3 32
6 h
EF = o = (v) - energia di Fermi (5.93)

Per capirne il significato fisico si studia (nz) per T'— 0 (8 — +o00)

1

() = B 7 1

eg—po <0 = ep < po: ePlermmo) L2, (ng) 120
eg— o >0 = 5> o : eBler=mo) L2H0, o (ng) =00
() 1 ep<er (5.94)
Ng)T—0 = .
pIT=0 0 ep>er

Questa é una conseguenza del principio di Pauli: non ci possono essere 2 particelle nello stesso stato,
per cui nel ground state del sistema le particelle occupano i livelli pit bassi e li riempiono fino al livello
di energia finita ep. Quindi er & semplicemente il livello energetico di singola particella sotto il quale ci
sono esattamente N stati. Nello spazio dei momenti le particelle riempiono una sfera di raggio pg, la cui
superficie é detta superficie di Fermi.

Per mezzo di questa interpretazione, si calcola ora l’energia di Fermi in maniera indipendente sotto
condizioni piu generali. Si supponga ce tutti i livelli energetici di singola particella siano g volte degenerati

g=2s+1

La condizione che determina g é allora

9> (np)r—o=N (5.95)

i
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la quale afferma che ci sono N stati con energia piu bassa di ep.

V—too V 4nV [(PF 4V
—gzin o=g » 1" 973 df=g h3/0 p'dp = g5 Pr

1P| <IPr| Pl<lprl

PR SV YO: T S Ay PO B S A (L
Ep = = (27Tﬁ) = 2°m =
2m  2m dmgu 2m dmgu 2m \ gv

K2 [6m? 2/3
EF = —_—
2m < gv >

Per g = 1 troviamo la precedente espressione di £p.

(5.96)

Funzioni termodinamiche

fopae) = 22 = 2 [(10g 202 4 ™ (1og )12 1
3/2\7 ’U 3\/» gz ] gz

z=e" 5 logz = Bu

ricordando che

f3/2(2) = 3\%(10g z) P ﬁ

sostituendo

(Bu)®? + (Bu) 124 }

3/2 9 1/24 -1
= (1) 5 () } o
140 3 10

Adesso si supponga che i possa essere espansione in potenze pari di T'

kpT\ > kpT\?
uu0+c<B> :>M1+6(B) con &= =
Mo Ho Ho Ho

en T 213/2 2 knT\ 2711/2) 71
A eyl B G O A
Ho Ho
T\ 213/2 T\ 2 7\ 271-1/2
e (G TS e ()
Ho 8 \ o o
sviluppando e confrontando termini con lo stesso ordine, si ottiene

3 _ (kT 2 op2 kgT 2 3. xw? N 2
O~ —-c|— —|—] = Z — =0 = c= =——
20(#0) + 8 \ 1o 26+ 3 c=Clp 13 Mo

sostituendo

Segue che

2 ksT\? ksT\*
uﬁuo—uo<3) +O<B>
12 o Ho

&
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si definisce la temperatura di Fermi

Tr=L (5.97)
kp
dato che g = ep, si puod concludere che
w2 T\>
~ 1— — [ — o 5.98
emer -5 (7) <] 539

sostituendo in

P 1
o Py
kBT )\:% f5/2( )
si puo ottenere ’equazione di stato.

Dire di essere a basse temperature ed alte densita significa T' < Tr. In questa regione il gas é detto
degenere perché le particelle tendono ad andare ai pitt bassi livelli energetici possibili. Per questo motivo
Tr é anche detta temperatura di degenerazione.

Il numero di occupazione medio é

1

Bl 1+ 1 (5.99)

(np) =

dove p € quello appena ricavato. Dato che g5 = p?/2m, ng dipende da ' solo attraverso 2.

(ng)
1 JiB_’C\
: T=0
T>0 \
|
|
0 & &

Si puo ottenere ’equazione di stato attraverso un metodo alternativo facendo il calcolo esplicito dell’e-
nergia interna

Vv . p2 1 4V [hee P4
U= o) = g5 [ g T = o ), P e -
p

B 5 [2m dt (2m)22
v=_3ut=—p* = dp=4]/——=, pt=(— | ¢t
B o P D B o P 3

A7V Hoo 32 1
= omk T5/2/ dt —— =
Smpa ZmksT)E | e 12

questo integrale puo essere trattato in maniera analoga all’espansione di Sommerfeld per f3,5(2) e si ottiene:

2 (kpT\>
U=3Nep [1+57T ( 5 ) +} (5.100)

5 ﬁ Syl

&
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Il primo termine é I’energia del ground state alla densita data, come si puo verificare dimostrando che

2
—0- _ p~_3
T=0: Ug= Y, o = Ner (5.101)
|7 |<PF
11 calore specifico a volume costante ¢ dato da'®
8U 3 57T2 kBT ]CB CV 7'('2 kBT T—0
Cy= 22| ~SNepZ o2 )28 — 2V T 280 o, 2% o 5.102
Y ar|, 5 12 <5F>€F Nkg 2 efp v ( )
Cy/Nkg
limite classico
3/2
1 r\/T limite quantistico
0‘ -/ EF kBT

Combinando i seguenti risultati

3

U= 3 PV (valido sia per fermioni che bosoni)
3 502 (kpT\

U=_-N 1+ —| — e
5 €F[+12(5F) + }

si ottiene ’equazione di stato

2U  2¢p 52 (kT
P=—-——=—-— |14 —| — 5.103
3V. 5w [ + 12 ( EF + ( )
2 EF . . .
Pr_g = g, Pressione di degenerazione (5.104)
v

Si dimostra cosi che, anche a T' = 0, é necessario contenere il gas di Fermi ideale con pareti esternamente
fissate poiché la pressione non si annulla. Questa é una manifestazione del principio di esclusione di Pauli
che permette ad una sola particella di avere impulso nullo, mentre tutte le altre lo hanno finito e danno
origine ad una pressione di punto zero.

Osservazione 47. Al fine di ottenere le funzioni termodinamiche a valori arbitrari di A3 /v, si devono
utilizzare metodi numerici per calcolare le funzioni fs/5(2) e f5,2(2).

5.6 Proprietd magnetiche dei fermioni non interagenti

Si vogliono studiare le proprietd magnetiche dei fermioni di un gas di elettroni liberi in un campo magnetico
esterno B, in particolar modo analizzare la suscettivitd magnetica (per unita di volume)

_ Om

x= o (5.105)

B—0

10Tnterpretazione: ad una T > 0, (ng) differisce dal suo valore a T' = 0 perché un certo numero di particelle sono state
eccitate a livelli energetici e5 > ep. In maniera grossolana si puo dire che particelle con energie di ordine kT’ piti basse di
er sono state eccitate ad energie di ordine kg7 maggiori di ep. Il numero di particelle eccitate é, pertanto, dell’ordine di
(kT /er) N da cui segue che I’energia totale di eccitazione sopra lo stato fondamentale ¢
kT kT

AU =~ (7) NkpT — Cy = (7) Nkp
EF EF

&
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dove m é il momento magnetico indotto per unita di volume lungo la direzione di B

1 O9H| 11 0
"=y 35|, = v5 op BT B (510

x >0 paramagnetismo (dovuto ai gradi di liberta di spin) — parallelo a B

X <0 diagmagnetismo (dovuto al moto orbitale) — anti-parallelo a B

Si consideri la seguente Hamiltoniana che descrive un insieme di N elettroni non relativistici e non intera-
genti in un campo magnetico B

N 2
1 /. e - L =

i=1

—

A potenziale vettore, B=VxA

o; variabile di spin, S; = £1 componenti dello spin lungo la direzione di B

eh
to = magnetone di Bohr
2me
g=—e (e>0) -carica
A — diamagnetismo & B — paramagnetismo

Le proprieta magnetiche di una sostanza fisica sono principalmente dovute agli elettroni in essa contenuti,
i quali possono essere sia legati agli atomi che sia praticamente liberi. In presenza di un campo magnetico
esterno ci sono 2 effetti importanti per quel che riguarda le proprieta magnetiche della sostanza:

(i) gli elettroni, liberi o legati, si muovono in orbite quantizzate nel campo magnetico;
(ii) gli spin degli elettroni tendono ad allinearsi parallelamente al campo magnetico.

I nuclei atomici contribuiscono poco alle proprietd magnetiche, se non per come influenzano le funzioni
d’onda degli elettroni (possiedono una massa troppo grande per avere un momento magnetico orbitale
significativo).

L’allineamento dello spin dell’elettrone col campo magnetico esterno da origine al paramagnetismo,
mentre il moto orbitale degli elettroni da origine al diamagnetismo. In una sostanza fisica questi 2 effetti
€ONCOrrono.

5.6.1 Paramagnetismo

2
%

N
P N —
H=>Y" oo —hodi B (5.108)
=1

—

Gli autovalori di &; - B sono s; B con s; = 1, quindi si puo scrivere

2
E:Z(n;—i-n;) f—m—Zuo(ng—kn;)B
7 7

S
AT IR TE

# di elettroni con momento p’e spin +1

# di elettroni con momento p’e spin —1

3

&
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impongo il seguente vincolo

%t N+EZTL;; N‘EZn; N:N"‘—&-N‘:Z(n}“—i—n;)
P 7

P

segue che

2x(T8) = 3 e <5 + np) e B S0 )| £ =

{n;I,nf} 2

ST Y e [Z(n;m;)spws(zmm} _

NFT=0{nt n_} 2
= Z eBHoB (2NT— N)Z Yo B X ey Z e Piperny —
N+=0 {nf} {nz

_ B (2Nt —N) (0) ~(0)
— Z eProB ( )ZN+ zZy
N+=0

— Zn(T. B) Z efroB NT-N) 70) 7O . (5.109)
N+=0

dove Z](\(,)) é la funzione di partizione per un gas di Fermi libero spinless con N particelle.
Adesso, ricordando che I’energia libera di Helmholtz é pari a

1
FY = 5o zO(T,v)
si ottiene

N
Z BuoB (BN —N)=BIELTVIHEL TV 2§ (P IND) (5.110)

N+=0 N+=0

Sia N¥ il fattore che massimizza /(")

- — I 1
IO < Zn(T,B) < NPT — f(NF) = max f(N*) = 5 log Zx
per stimare N+ calcolo la derivata
af 0 (0) (0)
=L =0— =———{puoB(2NT = N) — [F\ 1 (T, V) + Fy’ . (T,V =0
ON+ NN 8N+{ 0 ( ) [ N+( ) N N+( )}} N _NT
9FO) OO
2p0B — - (= =0
ON |y_n+ ON |y_n_NT
2u0B — p O (N+,T,V) + (N = N*,T,V) =0
= | pONF) = yON - NT) =2u,B (5.111)

ovvero il potenziale chimico delle particelle spin-up é piu grande di quello delle particelle spin-down di una
quantitd 2 B. Il membro di sinistra é trattato come se fossero fermioni liberi spinless.!

HGistema fittizio

&
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Una volta risolta ’equazione del potenziale e ricavato N+, si ottiene la magnetizzazione m tramite

_ NTNT 9NN (28T
A A
introduco il seguente parametro
2N+
=—-1 112
r= (5.112)
segue che
Nt —N-— o aom
m=py————=—7r| = |X= 55 (5.113)
\% v OB |5
e | z — 0| (limite classico)
A3, — P 1 A3 1 A3
2T ~ 5 2Z€ 0) ~ = A 2T
= ~y— ~ —1] ==1 N
= fap(e) =2 f 3 og( v) 3 og(v )
sostituendo nell’equazione del potenziale chimico
1 pEap— 1 A3 —
—log| =L N*) - =log| =L (N -~ N*) | =2uoB
gloa((F ) - glon (3 0¥ -39 ) =2
lo = 2BuoB
g<N N+> Bro
ricordando che
2N+ — N — N
da cui
1+7r
log| —— ) =2B8ueB = 2K
T
L+r Ky (14 ) = oK 1 = et —1 e —eh) e —eh
1—7r K+1 eK(eF+eK) L yeX
0
r = tanh(BuoB) "=" BuoB (5.115)
segue che
2N+ — N Nr u2
— — g — ~pE0p 5.116
m=po —; Ho 7 B ” ( )
dm po _ 1 :
= — ~f—==—=— (>0 t 5.117
X= 55 . B » v T (> 0 paramagnetico) ( )

La presenza di pZ indica che il fenomeno non dipende dal segno della carica.

. (limite quantistico)
7'('2 k’BT 2
~ 1— —(— .
: EF{ 12(€F) * }

Rz (6n2\*® B2 62 N\*®  R? [372N\%/°
N = —_— = —_— _— e p—
er(N) 2m(gv> 2m<2 V) 2m< V )

&
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dove g = 2s + 1 = 2, sostituisco in

pONF) = pO(N = N+) = 20B
ottenendo

— —— m?( kgT >2 — — WZ( kpT )2

& N+ — & N+ — | — & ]V*]V+ + € ]\[7]\[+ —_— ——— 22 B

(V) = 2 (V) T3 ( 50 ) —er( = 9) e (- W) T (P ) = 2
— — 7T2 kBT )2 — — 7T2< k‘BT )2

P2) 2 () () = )+ er( (o) =

er(2NT) —ep(2N —2NT)

w2 1 1
— — (kgT)?
12(3){

— — — } ~ 2upB
ep(2N*t)  ep(2N —2NT)
ricordando che

si ha che

T 2m

R (3n2 —\?* R (3x2N2NT\??  R2 [3m2N 2/3
)= —( —2N+ - [ = — 1 _ 2/3
B2 (32 3n2 N\ p2 (3m2N 2/3
_ )= — [ — - + = — — =
er(2N — 2N ) 2m< % 2N — 5~ 2NN ) 2m{ % [2 (1+r)}}
2 (3r2N\*?
<3ﬂv > (1=r)*? = ep(N)(1 = 7)*/?

T 2m

sostituendo

(147)% = (1= r)*® = Wz( N )2[(14—7")2/3—(1—7“)2/3] ~ 2HoB

5.118
12\ ep(N) er(N) ( )
questa equazione va risolta numericamente per ricavare r, da cui m e x.
Per T' = 0 puo essere risolta graficamente
14723 —(1—r)23 ~ 22—
(1) ==~ 2
perr <1
2 2 2uoB 4 2u0B 3uoB
1+-r)—(1—-<- |~ - T = ro~ —
( i 37") ( 3)  er(N) 3T ) T 2ep(N)
— N N 3uoB
+=—(1 ~—|[1
y ) 2< + 25F>
o MO Ho 3B _ 3u3 B
v v 2¢p(N)  2vep(N)
om 3u3
X

T 0B 2vep(N)

Per B = 0 meta delle particelle hanno spin up e l’altra meta spin down, per B > 0 l'equilibrio si
sposta in favore dello spin up.

Si pud ottenere un risultato piu preciso per 0 < T < Tx

3/1“(2) w2 kT 2 )
~ 2oer () |1 12\ (V) t 11
X=5 (V) [ 12\ (> 0 paramagnetico) (5.119)

La presenza di 2 indica che il fenomeno non dipende dal segno della carica.

&
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5.6.2 Diamagnetismo

Il teorema di Van Leeuwen afferma che il fenomeno del diamagnetismo é assente in meccanica statistica
classica. Landau (1930) ¢ stato il primo a mostrare come il diamagnetismo origini dalla quantizzazione delle
orbite delle particelle cariche in un campo magnetico. Il diamagnetismo é un effetto puramente quantistico.

Trascurando lo spin, ’Hamiltoniana assume la forma'?

N 1 e 2
H=Y" 5 (ﬁ+ cA> (5.120)
=1

Si supponga che B = B2 sia un campo magnetico costante lungo 'asse 2 e si utilizzi la gauge'® di Landau
per il potenziale vettore A

A=(-By, 0, 0)

segue che

1 e \° p?, p?
— . Z LY oy THE
H= ;{m <pm cBy) +52+ 2m} (5.121)

Per semplicita considero singola particella (N = 1) e, al fine di risolvere I'equazione di Schrodinger, si
assume che la funzione d’onda sia della forma

P(z,y,2) = ' ProtP/hf(y)

infatti

- 2 2 2
1 € p y& 7 x z 7 T z
— (pz — cBy> i } ¢! Partp=2) [ p )y — g @ P tp=2)/Dp (1)

;n <pm _ iBy)Q + ;i} fly) = (5 ;fn) f(y)

—p 1 2 2 -
_ﬁ*‘im% (y — yo) } fly) =£€f(y)
dove cB Pz z_¢ 7
V We = —, = i =& =5
me Yo eB 2m

ovvero f(y) soddisfa I'equazione per I'oscillatore armonico'. La sua frequenza naturale w,. ¢ la frequenza
di ciclotrone di una carica classica che si muove su un’orbita circolare normale ad un campo magnetico
uniforme. Gli autovalori dell’energia sono, pertanto,

2

1
ced) = By (j " 2) j=0.12.. (5.122)

detti livelli energetici di Landau. Siccome &(p,, j) sono indipendenti da p,, si ha una degenerazione pari
al numero di valori permessi di p, che sono quelli per cui yy cade all’interno del contenitore del sistema.

12 A¢coppiamento minimale per A
1By x A=B
14 £(y) autofunzioni dell’oscillatore armonico: polinomi di Hermite.

&



DocumentiUniversitari

5.6. PROPRIETA MAGNETICHE DEI FERMIONI NON INTERAGENTI 129

Posto il sistema in un volume V = L? ed imposte condizioni al contorno periodiche, i valori permessi
di p, sono

orh
Po=ny  ng=0,+1,42,...
L
27h eB
0<yo<L — 0< =0 <L — [0<n, < I? = 5.123
yo eB L *5 =" = orhe J (5-123)

g ¢ la degenerazione del livello di Landau.

e g oc L?: riflette il fatto che la proiezione dell’orbita dell’elettrone sul piano zy pud essere centrata
ovunque nel piano senza cambiare 1’energia;

e g x B: lospettro energetico passa da continuo a discreto, la distanza tra i livelli e la loro degenerazione
cresce con B.
Una volta noti £(p., j) e g, & facile calcolare la funzione di partizione.

Osservazione 48. Se avessimo fatto il calcolo classicamente, il potenziale vettore A sarebbe stato facilmente
rimosso tramite un cambio di variabile.

Facciamo il calcolo esplicito della funzione di partizione grancanonica, assumendo di avere i livelli
energetici £(p,, j) con degenerazione g

2
_ p 1
Z= | | 1 Bea =22 4 hw -
)\( +ze ) con € 2m+ c<]+2>
dove X sta per l'insieme dei numeri quantici {p,, j,a} con a =1, ... ,g (indice di degenerazione)

Osservazione 49. Si é utilizzata la base delle autofunzioni f(y) per il problema di Landau

Tre PH = Z e~ Bex

A
log Z = log [H(l + ze"“)} = 210g<1 + zeﬂe@m) -
A
g +oo e ) I +o00 o )
— €Pz,) — —PeWPz,) —
;;J;bg(l—kze ) gZ27rh/_OO dp. 10g(1+ze ) =

L o _Be(p. i
_2th/O dp. log<1+ze A (pz’])>

N = = i
S wEL [
. (limite classico)

log(1+ze7P%) ~ ze e

+o0 +oo
~ 2L —Be(p) — 29LZ 2 f2met b (i41/2)] _
log Z ~ h ZO/ dp z e PeP: Z p J } =
2ng/ e _Bp2/2 —Bhwe(j+1/2 29Lz1 27”” B 2 o 2(Bhwe /2
— dpe Bp / m e B WC(J+1/ ) — _ —B WC/ B WC/ )] —

definisco z = fw./2

—+oo _
B 2rm _, 9w mkgT _, 1 _zgL 7"
=9bzyGap ¢ 26 B e e g D W T

&
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Dato che siamo in una situazione di alte temperature 7' > 1 —= <1 = <K 1

ogz~29L_ ¢ _zeb 1 =L 1 =Ll -
& T A l—e22 Ap e —e T  \p 2sinhz Ap 2 o
1 3\ —1 1 2\ —1 1 2
O O W L P WO o R
)\T 2 3' )\T 2x 6 )\T 2 6
si noti che
L1 L eBI* \%kpT VeBkgT me 2V 1 - 2V
Ar 22 Ap 2mhe 2 hw, At ¢ 27h? eB Ar A3m A3,
=g =1/x 1/we
sostituendo
2V 1/ hw, \?
log Z ~ |1 - — - 5.124
©8 x‘;[ 24<kBT> } (5.124)

sviluppando i calcoli e ricordandosi che z ~ A\3./v, si ottiene

_ ksT 0
X= vV oB

1 eh \° . .
~ (< 0 diamagnetico) (5.125)

log Z — —
8 7 3kgTv \ 2me

— la presenza di e? indica che il fenomeno non dipende dal segno della carica;

— in accordo con la legge di Curie: y o« 1/T

L’energia piit bassa del singolo elettrone ¢é pari a

Eo —

hoe _heB ([ eh
2me

- (=" )\B=uB
2 2mec ) o

quindi, il momento magnetico dell’orbita piu piccola € proprio il magnetone di Bohr pyg.

. (limite quantistico)

Per T < 1 gli elettroni tendono ad occupare i livelli pin bassi disponibili. Al diminuire di B, ogni
livello di Landau é in grado di ospitare un numero sempre pitl piccolo di elettroni perché la degenera-
zione (g < B) diminuisce e, di conseguenza, alcuni elettroni sono costretti a saltare su livelli piu alti
(per il principio di Pauli). Questo ¢ all’origine dell’effetto De Haas-Van Alphen, cioé 'oscillazione
della x alle basse T al diminuire del B.'?

In generale il calcolo é molto complesso, per semplicita si suppone che
(i) T=0 (kT < hw,.);
(ii) si trascura il moto lungo z, ovvero p, congelato.

Il nostro problema consiste nel calcolare I'energia dello stato fondamentale di un sistema 2D di
elettroni di area totale L? in un campo magnetico uniforme B.

1 1 eB eh
5 :h{,dc ] — =2 Bl - c= T =
& (j + 2) Ho (j + 2) w me Ho 2me
eBL? B he N nhc N
9= The By 0T 2T e T2

By ¢ il valore di B sopra il quale il livello di Landau ¢ in grado di contenere tutte le IV particelle.

150vvero prevede delle oscillazioni nella suscettivitd magnetica x che sono periodiche con 1/B. In un grafico 1/B, la

frequenza é costante.

&
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— Se B > By allora tutte le particelle possono essere accolte nel pii basso livello di Landau
. . Ey
energia ground state per particella : N = oB

— Se B < By allora alcune particelle dovranno andare ad occupare livelli superiori. Supponiamo che
B sia tale per cui i j livello di Landau piu bassi siano completamente pieni, il livello (j+ 1)-esimo
sia pieno solo parzialmente e tutti i livelli superiori siano vuoti, ovvero

1 B 1
i +1)g< N<(j+2)g & — < — < ——
(j+1g (4 +2)g e B Sl

Per B in questo intervallo si ha che 'energia dello stato fondamentale é pari a

E d . B\, o B
FO =9) ek F[N=(+Dglej= ... = _’“‘O<Bo> [27 +3-0+10 +2)<Boﬂ
k=0 livello j+1

livelli pieni
fino a j

Introducendo il parametro

8
I
e

si possono riassumere i risultati nel seguente modo

Eo_ [L()B()J? LETI )
N ) uBox[(2j +3)— G+ 1)(j+2 ——<r< —
pBox[(2j +3) = ( +1)(J + 2)] 2 ST
—omn z>1
TN G+ )G+ Do — (25 +3)] —— < a < —
i J J J+2 Jj+1
0 z>1
X =19 2uon , . . 1 1
+1)(+2 - <z < -
ERGADGHD) g <T<
XBo /N
ﬁ/ j=2 j=1 j=0 2upn
Mot |} — — — e J=2
1 1 1 ! 12 --- \
| | ) | )
[} [} \ ] . A
| ' , 1=
o Wy | 4] 412 Vo Q’—---;--1——,
" : 4 7 B/By v ]
: 1 ' \ 2 ! | : J=O
. [ ' - —I=--1=- =
1 1 | | I ! : :
-4 [ ! 1 ~




DocumentiUniversitari

132 CAPITOLO 5. MECCANICA STATISTICA QUANTISTICA DI EQUILIBRIO



DocumentiUniversitari

Capitolo 6

Sistemi quantistici interagenti

6.1 Seconda quantizzazione

Fino ad ora si é lavorato con particelle quantistiche non interagenti, per la quali la forma esplicita della
funzione d’onda a molti corpi non era veramente cruciale: infatti 'aspetto importante era la statistica
quantistica. Nel caso di particelle interagenti, invece, la forma esplicita di wﬁl,-uﬂ/;N (71, ...,7n) diventa
importante insieme alle proprietd di simmetria.

L ., 1 . " a S
Vi (T15- - TN) = —= Z S [up, (wiy) <o upy (m7n)]  (1* quantizzazione) (6.1)

m: permutazione di N indici

5 — +1 per permutazioni pari: bosoni
S . per permutazioni dispari: fermioni

up(7) :  autostato di singola perticella dell’Hamiltoniana libera

Si intenzione si superare la 1¢ quantizzazione per adottare un nuovo formalismo, pitt comodo per trattare
i sistemi interagenti, noto sotto il nome di "2% quantizzazione".
Scrivo I'equazione agli autovalori di singola particella mediante la notazione di Dirac

HX) =ex|A)

dove {|\)} sono una base ortonormale, la corrispondente autofunzione in rappresentazione della coordinate
¢ data da

Pa(x) = (z[A)

Per molte particelle, quindi, possiamo scrivere

1

spazio di Hilbert HN =H®...0H
—_————

N-volte
HN & lo spazio di Hilbert di N copie identiche di uno spazio di Hilbert # di singola particella.

Bosoni € S(H") stati totalmente simmetrici

Fermioni € A(H") stati totalmente antisimmetrici

133
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Da adesso in poi non ci preoccuperemo pit di avere stati simmetrici o antisimmetrici poiché, con 'intro-
duzione dei seguenti operatori, le simmetrie verranno automaticamente rispettate.
S(HN)  bosoni

operatore di creazione al . F N — FnN dove Fy =
P A i A(HYN)  fermioni

Dato che I'operatore di creazione di una particella &f\ cambia il numero totale di particelle, é utile introdurre
uno spazio di Hilbert che non specifichi tale numero:

“+oo
-7::-7:0@—7:1@.7:269...:@.71\( spazio di Fock
N=0

dove Fy contiene solo lo stato di vuoto |0) tale che a} [0) = |A).
Definisco una base che utilizza i numero di occupazione su ciascun livello (o posizione) {ny}r=o01,2

{O, 1,2,... bosoni
n) =

N = n numero totale di particelle
0,1 fermioni ; r P )

a} \nl,ng,...,nj,...> :CS-M/nj—Fl |n1,n2,...,nj—|—1,...>

cFnN € FN+1

dove (% ¢ la cosiddetta stringa di Jordan-Wigner

i—1
+1 bosoni l
-4 S-S
k=1

—1 fermioni

N . N
@pm (ag (@j;)"™ L
= ||n1,ng, ...) = . |0) = 0 stati di Fock
o) = g S - 0 =TT

Lo stato di Fock {|ny,ne,...)} costituisce una base unica per lo spazio di Fock F.
Prendendo l'operatore aggiunto di d;, si ottiene I’operatore di distruzione a; : Fny — Fy_1

aj |ni,ne,...,n,...) :CSJ,/nj |ni,ne,...,n; —1,...) a;10)=0

EFnN EFN-1

6.1.1 Regole di commutazione

Bosoni Fermioni

[aaaﬂ = Ojk {%GL} = Ojk

laj.af] = [al.af] =0 {asal}={al.al} =0
dove

{A,B} = [/1, B| =AB-BA commutatore

{fl, B} = {/1, B} . = AB+ BA anticommutatore

Queste relazioni emergono direttamente dalle definizioni degli operatori a;, &;.
Osservazione 50. Si ricordi che, mentre per i bosoni ciascun n; pud assumere qualsiasi valore intero non-
negativo, per i fermioni, invece, n; puo assumere solo 0 o 1 a causa del principio di Pauli. Infatti le relazioni

di anticommutazione implicano che
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6.1.2 Cambiamenti di base

Sia H lo spazio di Hilbert di singola particella e {|\)}, {|\')} due sue basi. Dalla relazione di completezza
Y MAI=1
A

si ottiene che

X)) = 1A ()

A
dalla caratterizzazione del vuoto
ay 0y = [A)

si ricava

al, =Y al (AN) ax = (N[A)ax
A

A
si puo dimostrare che per i bosoni (analogamente per i fermioni) vale
Ll | = D7 VN Gl [ansaf] = D7 OVIN) G’y S = D V1N (AJi') = (N i) = S
A A A

Dato che regole di anti/commutazione sono preservate, la trasformazione &g) — dg\t) viene detta canonica.

Si possono generalizzare tali relazioni passando al continuo (numeri quantistici continui), ovvero preso

Pa(z) = (z]A)

si possono definire gli operatori campo!

viceversa
ir = [ de (e} i) il = [ do (@i @
Gli operatori campo soddisfano le solite regole di anti/commutazione:

[9(). ()], = oz — ') [0@). 9] = [$1@),d'@)], =0

+

6.1.3 Operatori a 1-corpo

In 1% quantizzazione, sono della forma
N
On =Y O1(i)
i=1

dove O(z) é Poperatore di singola particella che agisce sulla particella i-esima. Ad esempio:

N
energia cinetica Ty =
i=1

N
potenziale di singola particella Uy = Z U (i)
i=1

B}
2mi

IStiamo sostanzialmente andando nella rappresentazioni delle coordinate degli stati |\).

&
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In 2% quantizzazione, assumono una forma naturale nella base di singola particella dove 'operatore é
diagonale. Sia {|a)} una base di singola particella tale che O |a) = Oy 4 |@) (base di autovettori)

On =) (0| O1la) alae =Y O146la0 =Y Orafea  con|ig = dliq
«@ «@

[0}

i, @ Poperatore numero associato all’occupazione dello stato |a)

’flj | Uz > =Ny |’I7,J >
Effettuo un generico cambio di base?
On = (] O1 |\ @l
A p
Esempio 4.
A2
=3 3+ Ua()

— = / 4t (7) {;;W +U(F)} O(F) (6.3)

Osservazione 51. Utilizzando gli operatori campo H a molti corpi corpi non interagenti in rappresentazione
del numero di occupazione é stata convertita nella stessa forma di una H di singola particella.

6.1.4 Operatori a 2-corpi

In 1% quantizzazione, sono della forma

A N 1 a
On = E OZ(ma TL) = 5 § OQ(mvn)
m<n m#n

dove O(m, n) & un operatore a 2-corpi agente sulle particelle m-esima ed n-esima.

—

~ 1
interazione standard a 2-corpi Vy = 3 Z Va(|7 — 75 1)
i#]

In 2% quantizzazione, sia {|ay)} una base in cui 'operatore a 2-corpi ¢ diagonale
O |O‘7> = OQ,a'y |OKY>

da cui

~ 1 ~
On = 3 ; 03,0~ Pary

2Per ricavare tale risultati si sfrutti: ay = 3, (M|A) ax.

&



DocumentiUniversitari

6.2. GAS DI BOSE DEBOLMENTE INTERAGENTI 137

OZ,ory = <O‘7| 02 ‘a7>

P, conta il numero delle coppie di particelle che stanno negli stati |a) e |7)

Se =|v): coppie = ng(ne —1 5
o) =)z Aeoppie =nalna =1 p L0 s
Se |a) = |y) :  #tcoppie = nan,

L’espressione di P, pud essere semplificata utilizzando le regole di anti/commutazione:

Bosoni:  Pay = fiafty — Sayfta = @aal iy — Say@laa = al(a]da + 0ay)ay — dayalaa =
= @}l Gady + 0ayalay — Oayalan = alal aad, =
= a}al s
Fermioni: Py = flafly — Sayfla = Gliall iy — 0oyl da = al,(—alda + 6ary)iy — Oanilan =
= —a}al Gady + Oaryal iy — Oayilae = —alaldaa, =
=alala,a,

- 1 T 1 A it oAt oA
Oy == Z 027Malafya7aa =3 Z (ay| O o) Laifya.yaa
ay ary

effettuando un cambio di base3:

On = 3 3 5 (o) {uly) {a1] Oz o) (o) (11v) afal v, =

ay yppv

1 ~ At ot A
3 Z (Ap| Oz |pv) a:r\ajtayap
Appv

Di conseguenza posso scrivere l'interazione a 2-corpi come

() (6.4)

V=5 [ drd G 67 Vall - 7 ) G

In conclusione, la forma generale di una Hamiltoniana quantistica per interazioni centrali a 2-corpi si puo
scrivere, in 2% quantizzazione, come

6.2 Gas di Bose debolmente interagenti

Il gas ideale di Bose presenta alcune problematiche che possono essere risolte solamente passando ad un
modello piu realistico dove sono presenti delle interazioni.

Osservazione 52. Infatti, sappiamo che

kgT
p= ;;295/2(2“) T<T.
T

in particolare la pressione non dipende dal volume, quindi la compressibilitd isoterma

0
k;lz—va—gTzo = kp — o0

La natura divergente della compressibilita scompare se consideriamo le interazioni tra i corpi.

3Sfruttando come al solito @y = 3_, (N|A) ay.

&
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6.2.1 BEC

Si introduce la one-body density matrix (matrice di densita ad 1-corpo)?

a7 r") = (W) (r)) (6-5)

che € hermitiana e contiene sulla diagonale 'informazione riguardante la densita del sistema:

ntD(7,7) = (F(7)d (7)) = n(F)

n(7) = (1 (7)9 (7)) (6.6)
poiché
0@) = [[ar @) o) T s [ dre )

| . . .
definendo: R:§(F+7’/), S=r—r

1 L L o= . S . S
=\ ip-S/h,, (1) > ¥
n(p) 2 dRdSe n <R—|— 2,R 2)

—
!

V(57 ) = n(§ = 7 =) = = / dpn(p) e 7S/

e In un sistema normale (non condensato), n(p’) & smooth per piccoli p, quindi

nM(§) 2252

e Se il sistema presenta una condensazione (occupazione macroscopica dello stato p'= 0)

n(p) = Nod(p') + n(p)

Nod(p) : frazione condensata No/N a p= 0 (singolarita)

n(p) : tutto il resto a ' # 0, porzione non condensata

in questo caso si ha che

Ny

n(§) 22ty >

=mng (off-diagonal) long range order
Quindi, con una BEC, le componenti fuori diagonale della one-body density sono non nulle, anche a
grandi distanze.

Riscrivo nella base {;(7)}; della autofunzioni di n("):

() = o(F) a = @o(F) ao + Y (7) s
i i#0

con <&;di) = dijni, @i(r) = (r'[i)

4Descrive la probabilita di distruggere una particella in punto e crearne un’altra in un altro punto.

&
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n(i\Cs)

In prima approssimazione si pud ignorare la non-commutativita degli operatori ay, d;g e sostituirli con un
c-numero /Np.

— Approssimazione di Bogoliubov: per | Ny = <d$&0> > 1| si pud assumere che

D) = o () + 69(7) (6.7)

1o(7) campo classico (c-numero) che descrive il condensato (i = 0)

§(7) futtuazione quantistica: descrive tutto cio che non ¢ condensato

L’intero sistema si comporta classicamente se d¢)(7) é trascurato.

° [&0, dg] =1, N> 1 = |ao, dg] ~ 0 | quindi posso sostituire gli operatori con un c-numero

ao — V/No il — /Ny

e L’approssimazione di Bogoliubov puo essere interpretata come

(7)) = () # 0

ed é possibile solo se gli stati di "sinistra" possiedono una particella in meno degli stati di "destra",
infatti

[a0,a}) =1 — (@) = (elale) =0

perché @) ha un numero di particelle diverse da |¢)

Questo effetto di "rottura di simmetria" significa che la BEC ¢é una sorta di serbatoio: se Ny > 1
aggiungere o rimuovere una particella dalla BEC, non la cambia.

N+1)~al |N e . .
{' ) o[V sono stati fisicamente equivalenti

N —1) ~ag |N)

= |%0o(F) = po(7) o = ¢o(F) v/ No

(1/;(7“’)) viene anche detto parametro d’ordine della BEC poiché ci dice quando ¢ possibile fare ’ap-
prossimazione di Bogoliubov, ovvero se é presente uno stato macroscopicamente occupato ((7)) # 0,
altrimenti (¢ (7)) = 0 in quanto gli operatori non commutano.

&
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6.2.2 Modello interagente

Si consideri il campo Hamiltoniano della seguente forma generica

. 1 [ - S A .
i = [ o0 ) Gy S VI P )
per un gas contenuto una scatola di volume V = L3, si ha
~ RN 1 " pr"/h 7Th N 3
¢(r)=2<r|p>a5:—VZaﬁe con j= ——1, ne’z

sfruttando

per il termine interagente

si ottiene che

L’espressione di H é esatta per un gas uniforme, adesso effettuo alcune approssimazioni.

(i) Approssimazione di gas diluito: il range delle forze interatomiche & molto minore della distanza

media:

ro < n” 43 (n=N/V)

I valori rilevanti del momento sono tali che

|ﬁ|7"0

1
3 <

e il potenziale a 2-corpi si comporta come®

V(i) = g 4(7)

quindi solamente il contributo ¢= 0 ¢ importante per V(7).

(ii) I numeri di occupazione con p' # 0 sono finiti, ma piccoli.

V(q) ~costante

(&
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(iii) Approssimazione di Bogoliubov: sostituisco con I'operatore @, a’ ~ /Ny

Bogoliubov distingue i termini con = 0 (c-numeri) da quelli con 7 # 0, in particolare di quest’ultimi
tiene solamente quelli con 2 operatori e trascura tutti gli altri.

Osservazione 53. 1 termini contenenti solamente 1 operatore con p # 0 non contribuiscono a causa
della conservazione del momento, pitt generale non contribuiscono quelli con un numero dispari di
operatori perché, appunto, non viene conservato il numero di eccitazioni. Dunque, in generale, si
possono tenere solamente un numero pari di operatori. Bogoliubov sceglie di tenere quelli a 2.

Sviluppando i calcoli, si ottiene la cosiddetta Hamiltoniana di Bogoliubov

Hp =Y r alag+ 9 [Ng +2No Y (alag+a! ;a_p) + No Y (ala_p+ala_p) (6.8)
4 P#0 P#0

sviluppando i calcoli e ricordando che n = N/V| si ottiene

- v 2 At A At s ot At s
Hp = g +2£[(§n +gn) (a;aﬁ—f— aiﬁa_,y) +gn (a;a_ﬁ—k a;a_ﬁ)
520

2
——

costante "diagonale" "non diagonale"

adesso Hp ¢ quadratica in az, &; e, quindi, puo essere diagonalizzata mediante le seguenti trasformazioni
lineari dette trasformazioni di Bogoliubov (simmetriche sfericamente):

{

Questi nuovi operatori {l;ﬁ, E;}, detti operatori di Bogoliubov, definiscono un insieme di quasi-particelle

Q>

uﬂl;ﬂJr vﬂlA)T_
g ’T’ i ug, vy € R (6.9)
Uﬁbﬁ-l- ”ﬁb—ﬁ

ST ST
I

Q>

che sono in grado di ridurre Hp in una forma diagonale.’
Si puo far vedere che se

-1 v

SN

—

S

u

allora {Bﬁ, E;} sono degli operatori bosonici, ovvero soddisfano le corrispondenti regole di commutazione
N I R S b bol = |30 pt | —
585 ] = 055 b8 | = [25:85] =0

{bz, b;r;} sono combinazioni lineari degli operatori di creazione/distruzione bosonici {az, d;r?}.
Scrivo nel seguente

ug = cosh oz (6.10)
vy = sinh az '

si vuole scrivere Hp in termini di by, b; e, poi, trovare o in modo tale da cancellare i termini del tipo
b;, b_z, ovvero i termini non diagonali. Questa richiesta viene soddisfatta se

2

gn p
5 (u%—i— v%) + <2m —l—gn) uzvy =0

6Si vuole eliminare la parte non diagonale di Hg.

&
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che si risolve per

2
1
coth(2ap) = — (p + gn) —

2m an
segue che
2/2 1 2/2 1
wy— | 2Lt gn L vy —y P2 L gn 1 (6.11)
2¢(p) 2 2¢(p) 2
dove
P\, gn
e(p) = (2) + - p2 relazione di dispersione (per le quasi-particelle) (6.12)
m m
Di conseguenza, sostituendo quanto ricavato, in Hp si ottiene la seguente forma diagonale”
Hp=FEo+ Y e(p)blbs (6.13)
i
dove IA); Aﬁ é 'operatore numero che conta le quasi-particelle di Bogoliubov e
n?v 1 p?  m(gn)?
Ey=g—+ = —gn — — 6.14
0=9—5 *+3 [6(1)) L (6.14)

7£0

Hp descrive una teoria non interagente rispetto alle quasi-particelle di Bogoliubov.?

Ground state Il ground state (minima energia) per il sistema interagente corrisponde allo stato di vuoto
delle quasi-particelle:

I;ﬁ|¢g.5-> =0 vp

Questo non significa che lo stato [14.,.) sia lo stato di vuoto delle particelle bosoniche vere.

1 1 N?
energia EO ~ 5 gn2 = 5 g 7 (615)
OF 1 -1 1
pressione p= —a—VO =3 2 (VQ) =3 gn? (6.16)
1 1
compressibilita isoterma kit =—v ? = fvgaﬁ (2) =vg— = gn? (6.17)
V| v\ v v

Adesso kr possiede un valore finito, a meno che non si studia il limite non interagente g — 0 (in cui,
appunto, diverge).

Termodinamica La termodinamica di un gas di Bose diluito puo essere ottenuta dalla relazione di
dispersione e(p), poiché si pud effettivamente trattare le quasi-particelle di Bogoliubov come un gas di
bosoni non interagenti con una forma speciale della loro energia:

. 1 1
_Gtiy N
Ny = b5b5) = =i =1 = o5e) = 1

(6.18)

dove si ¢ posto il potenziale chimico p ~ 0 (valido per basse T').%

ng = (alaz) = |vz|? + |uz |*(L by ) + |vg [2(BT ;b_z) =

= |vg I + |up [Ny + [vp|*N_z

2

"Hg ¢ diagonale rispetto alle quasi-particelle di Bogoliubov.
811 sistema originale era costituito da particelle interagenti, mentre adesso si lavora con quasi-particelle non interagenti.
9Nel calcolo viene sfruttato il fatto che (by b)) = (b;r7 bT_ﬁ> =0.

&
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Ricordando la relazione di dispersione

n
p—0 e(p) ~ g D dispersione lineare ~ fononi
m
P P’
p — +00 e(p) ~ o +gn = o +u dispersione libera ~ quasi-particelle libere
m m

dove il potenziale chimico si & ricavato da

O0FE, .

H= "oN

1 8 (N2 lg gN
=g (2 99N =
2gaN(V2v> 2V v

La transizione tra questi due regimi (regime intermedio) avviene per valori del momento

P~/ 2mgn
corrispondenti alla lunghezza di scala
h h
f=—= —— healing length
p 2mgn

< &: il sistema si comporta come se non ci fossero interazioni

£€>¢:  emergono proprietd collettive legate alle interazioni

6.3 Sistemi fermionici

Si consideri un sistema reticolare con ioni statici che creano un potenziale periodico per gli elettroni che si
muovono all’interno del cristallo'®

ret1colo - Z 1one (619)

R denota i siti del reticolo
Vi

fe(”) = Vione(F— R)  potenziel dello ione in posizione R

Se gli ioni sono infinitamente lontani tra di loro, allora si possono considerare indipendenti:

52
p ~ B — R — R R/ — ﬂ,v
[Qm + Vione (7 )} Gn () = &5 63 (7) v =Slater{oy},_,
gbf(? ) = ¢ (F— R) autostato dell’orbitale n-esimo dello ione in R con energia 55
N —
E= Z Ef; energia totale per IV elettroni
=1

Avvicinando gli ioni, accade che:

e ciascun sito nelle posizioni R comincia a sentire il potenziale dovuto agli altri nelle posizioni R’ # R

1 _. . . .. .
E V;fne (7) correzione al potenziale di singolo ione

R+R

107] reticolo non si deforma

&
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e le funzioni d’onda corrispondenti a ioni diversi (ovvero un elettrone in Roin R/ ) iniziano a sovrapporsi
(en

n’

Questo produce un tunneling degli elettroni tra siti e orbitali

el == (0| Avg|of) (6.20)

n,n’

o) #0

AV

Osservazione 54. Si é trascurato lo spin elettronico poiché Vieticolo ION Ci dipende. In ogni caso é semplice
aggiungerlo come un indice diagonale o = +1/2.

Passando alla 2* quantizzazione si definisce
E,n,a

R / Aoy, ,(F) 91 (7) e = / @ (7)) (6.21)

R indice di posizione, n indice orbitale, ¢ indice di spin, gli operatori ¢/é' soddisfano le relazioni di
anticommutazione.

Phino = <x

Si puo vedere che I’Hamiltoniana

R,n, a> autofunzione associata ai numeri quantici (R, n, o)

2 N
2;’1 + Vreticolo ('F)

H=>)
[
1 te f 1
assume la seguente rorma

H=>" 5é’né%nyaé§7nﬁg =N > @ ajin,oéﬁ,’n,’g + h.c.) (6.22)

oy E—— )
Rn,o R,R’ M O

Impongono le seguenti condizioni di tight-binding:

(i) si consideri un solo orbitale per ione (quindi viene trascurato I'indice n);

.. RER . . . _|R-F"| . .

(i) dato che t,7 tipicamente decade esponenzialmente come ~ e allora verranno considerati
solamente i contributi tra primi vicini che indicheremo con (R, R');

HER) = ¢

(iii) assumiamo che tutti gli ioni sono identici = ez = p,

Senza perdere in generalita, considero il caso 1-dimensionale: (i,j) — j=i+1

H=p Z c;.,ocj’g —t Z(cja Cit1,0 + CL_LU Cjor) modello di tight-binding (1D) (6.23)
7,0

J:o

I Z c}ﬁgcjﬁ termine di potenziale chimico
3,0

tZ(c;’G Cjt1,0 + C;H’g cjp) termine di tight-binding hopping
3,0

Se N ¢ fissato (come succede di solito), il termine di potenziale chimico ¢ semplicemente una costante e
puo essere omesso.

L FT ¢ ancora non interagente.

&
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Per risolvere il modello di tight-binding, é sufficiente effettuare una trasformazione di Fourier discreta:

ik AT

1 .
Cho = N ZJ: e ¢ k o= \/* Z €

27
k—fn x;=ma conméeZ
L= Na taglia del sistema N numero di siti, a passo reticolare
Dato che ciz% Jao = cg) ¢ sufficiente considerare solamente
2
ke [—W, W) 1% zona di Brillouin k — spazio di periodo o
a’ a a
Sostituendo
N t . ia(ms . k(s A gz A
H = _tZ(C;»U Cit1,0 + C;r'+1,g Cj,o) - -¥ Z Z |:ezk1j éLa e—Lq(x]-&-a)cq’U + ezk(xj-i-a)cza e~ 1475 Cq0:| —
jo jo kg
t . . ) )
jo  kq
t ; A i i JORIN
S O L e 3 3 L R RSB
jo kg o
= —tz Z(e‘ika + eik“) ézaé;m = Z[ 2t cos(ka)] c,mc;w
o k ko
definendo 'operatore numero
ke = EyCha
si ottiene
H= Z[—2t cos(ka)]| Ao (6.24)
ko
1 2m 2 T . N N L1 N 1
=—n=—n -, = n=——,—— e, — —
L Na a’ a 2 2 2
21
Ak = Na spaziatura tra due stati possibili (momenti adiacenti)
a

2

kmax - kmin =

— ko

k:m X min . . .
# stati totali = 2 aT =2N (# massimo di elettroni)

= possono essere presenti al massimo 2N elettroni

dove il 2 indica il numero di stati di spin possibili (degenerazione).

6.3.1 Conduttore

In condizione di half-filling (ovvero 1 elettrone per sito), il ground state possiede gli N stati pia bassi
occupati. Il sistema & gapless: puod essere eccitato da una aggiunta infinitesimale di energia. In questo caso
si parla di stato metallico/conduttore.

Osservazione 55. Per eccitare il ground state posso aggiungere/spostare una "pallina" (vedi pallina N+1 del
grafico). Lo stato eccitato presenta un’energia poco piu alta rispetto a quello fondamentale, in particolare
nel limite termodinamico non mi costa nulla eccitare in quanto le "palline" si trovano vicinissime al bordo
del mare di Fermi generato (si parla di eccitazioni gapless).

&
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Figura 6.1: Half-filling: stati occupati nella 1* zona di Brillouin.

6.3.2 Isolante

Per formare un gap si hanno 2 possibilita

1. Sistema non interagente, ma creiamo disomogeneita = ‘Dimerizzazione del reticolo

t £

[ J
L J
[
L ]
4

[

t + *
Si consideri una dimerizzazione del reticolo tale che i siti siano leggermente spostati della loro posizione
tije1 =t [1+A(=1)7] con A parametro di dimerizzazione
La simmetria di traslazione di a é rotta e si deve definire una cella unitaria con 2 ioni di taglia 2a.

Si introducono 2 operatori distinti

o)

;.o Operatori sui siti pari
;

operatori sui siti dispari

I;[d = _t(l - A) Z(é;,odj,a + d},aéjﬁ) - t(l + A) Z(é‘;—i-l,o‘d}ﬁ + J},aéj‘kl,(f)

J,o j,0
definisco
t'=t(1—-A) t=t(1+A)

adesso si passa allo spezio dei momenti usando due trasformazioni di Fourier distinte: una per i siti
pari, un’altra per quelli, ciascuno dei quali con N/2 celle unitarie. Sviluppando i calcoli si ottiene:

o - 5 _ (o B 0 A —iBy,
Hg = kz:ck’g[Hd,ka,o Cro = (dk,a> Har = (Ak LB, 0

con

Ap = —t' — tcos(2ka) By, = —tsin(2ka)

&
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gli autovalori sono

A= +2t \/1 — (1 — A?)sin?(ka)

quindi H, pud essere scritta nella seguente forma
. Si |)\k| 0 2,
Hdkzojpk,a( 0 _in) Dre

Queste sono ora 2 bande corrispondenti a 2 siti in cella unitaria e sono separate da un gap. In una
situazione di half-filling la banda pit bassa é piena, mentre quella superiore & vuota. Si parla di
isolante di banda poiché il gap é dovuto alla struttura delle bande del sistema.

N E/2t

1
| / |
L -T2 GAP 1r/?_‘1 N
: : ka

SRS
\\\\ L RALF-FILLING
-4

Figura 6.2: Isolante di banda. Andamento ~ cos. Portare una particella ad uno stato eccitato costa energia
(vedi pallina in verde).

La dimerizzazione del reticolo é sempre energicamente favorita in sistemi 1D in half-filling: quando il
gap si apre, gli stati vicino al centro del gap riducono la loro energia. Tipicamente il reticolo rompera
spontaneamente la simmetria traslazionale ¢ — 2a. Dunque, emergera un isolante piuttosto che un
metallo (si parla di transizione di Peierls).

E, s (dimerizzato) < Eg . (uniforme)

Il sistema tenda a dimerizzare in assenza di interazioni.

2. Sistema interagente = |Isolante di Mott‘

Aggiungo delle interazioni:'?

0,0

_ e F oot ot AL oAl

= Unghgsig, + Ugpngng + ZJEECE,JC 7 51 CRo R o
B R‘7é >/ R‘7é 3 0,0

12V(|F— r’|) puo essere, ad esempio, una repulsione coulombiana.

&
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dove

Up g = —/dfdﬁ V(7= 7 ) [65(7) 6 (7)?  termini diretti
Jg’ L == /df'dr_; V(7= ¢E(F)¢j€/ (7)p g (1" )gb*ﬁ(ﬁ) termini di scambio

Tipicamente |Jg ol < |Ug g poiché descrive 2 integrali di sovrapposizione tra funzioni d’onda

centrate attorno siti differenti. Inoltre |Uy s[> |Uj 1, quindi, tenendo conto solo del 1° contributo,
si trova che 7 7

3 _ A AL RS S
Huupbara = =t Y > (€5, Cr0 T Cho)t U > hga g (6.25)
(R.F) 7 B
termine di hopping termine di interazione

si ¢ assunto U = Uy 5 uguale per tutti gli R. Questo rappresenta il cosiddetto modello di Hubbard.

Studio il limite di interazioni forti U > ¢. In half-filling, il sistema passa dall’essere un metallo ad
essere un isolante poiché per spostare un elettrone su un sito gia occupato costa un’energia U > t.
Si parla di isolante di Mott.

In altre parole, il termine di interazione ci dice che se mettiamo 2 elettroni nello stesso sito, in
cui devono avere uno spin 1 e l'altro |, bisogna pagare un ammontare di energia pari a U. Ogni
qualvolta mettiamo 2 elettroni, questi tendono a respingersi perché non vogliono stare sullo stesso
sito. Se domina il termine di interazione e stiamo in una situazione di half-filling, significa che gli
elettroni non vogliono spostarsi da dove si trovano. Questo € un isolante perché, perturbando il
sistema nel suo ground state, in cui mettiamo 1 elettrone su 1 sito, paghiamo un’energia che & grande
in generale. Di conseguenza si ha un isolante determinato dalle interazioni (e non dalla banda dovuta
alla dimerizzazione).
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Transizioni di fase quantistiche

Si consideri il modello di Ising quantistico in un campo magnetico trasverso'?

H=—J) 6i67-9) 65

(4,9) J

J Z 67 65 interazione tra spin vicini (interazione di tipo Ising)
(ix5)
g Z o7 campo magnetico esterno trasverso (alle interazioni)
J
J>0 accoppiamento ferromagnetico
g>0 tende a distruggere 'ordinamento magnetico indotto dall’accopiamento
o*, 6% matrici di Pauli

[60,67] = 20ij capy 6]

se_ (01 sy (0 i s (10
1o i o o -1

Come si puo vedere, questi 2 termini sono in competizione tra loro.

Adesso studio le proprieta del ground-state nelle seguenti condizioni limite:

[157]

|wgs> =~ H|<—>J = |<_7<_7 a<_>
J

orientazione di tutti gli spin lungo I’asse z, in particolare ciascuno spin punto verso sinistra

dove 1,/ indicano l'orientazione lungo z

&% 1) =+ 1) 7 =—=N)
Se g/J — 4o0:

(Ygs| 67675 [thgs) =~ 0ij == i valori di 67 sono totalmente scorrelati

IEsistono forti somiglianze con il suo analogo classico in d + 1 dimensioni.
2Su ogni sito abbiamo un sistema quantistico a 2 livello, detto anche gbit.

149
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OVVero |tg) & completamente scorrelata lungo z. Invece, cosa succede se g > J, ma non oo ? Teoria
delle perturbazioni = correlazioni a corto raggio

<¢gs| 6;‘2&;‘ |¢gs> ~ e lmimesl/e |zs — -Tj| >1

dove z; indica la posizione dell’i-esimo spin, ¢ la lunghezza di correlazione

[ 7]

|wgs,1> = H |T>] oppure |wgs,2> = H |~I/>j
J J

se J/g — 400 ho una degenerazione {|\gs1) ,|1gs,2)}
<’$g571_2| &f&j |¢gs,1—2> = mg con mo = 1

dove my ¢ la magnetizzazione spontanea del ground state. Se, invece, J/g & finito allora avro sempre
la degenerazione, ma con 0 < mg < 1 (deriva dal calcolo perturbativo).

La degenerazione ¢ dovuto ad una simmetria di H di tipo Z> (discreta) che viene descritta dall’ope-
ratore® di paritd P che commuta con H:

P=]]s* [P,H =0 «— PHP'=H

ovvero 6% R —6%, 65 R Gy P possiede autovalori +1 (parita pari) e —1 (parita dispari)
p [tgs,1) = |Vgs,2) P |Vgs,2) = [Wgs,1) non sono autostati di ]5, rompono la parita

Se, invece, prendessi

9) = 5 () £ na)) = P[5) = £[)

ovvero sarebbero autovettori simultanei di P e H (con J/g — +00).

Inoltre, si ottengono i seguenti risultati:

<¢gs &JZ‘ ¢gS> =0 <¢gs,1| 6; |¢gsy2> =+l <¢g572| &JZ' |¢8571> =-1
(6\.iz OA']-Z> - m% punto'cr'itico <6iz 5—},Z> ~ e—|xi_xj|/f
quantistico
— T ferromagnetismo */] paramagnetismo 99/]
g/] «1 @ Ge g/l > 1

Non esiste un modo per "prolungare" analiticamente una soluzione di tipo A con una di tipo B. In
mezzo emerge una transizione di fase identificata da un punto critico g./J.

Adesso studio la magnetizzazione nel limite termodinamico (L — +00)

Osservazione 56. Le fluttuazioni statistiche comportano le transizione quantistiche, mentre le fluttuazioni
termiche sono "dannose" poiché provocano le transizioni classiche.

Osservazione 57. Si pud vedere che gli esponenti critici per il modello di Ising 2D classico (soluzione di
Onsager) ¢ lo stesso della catena di spin 1D quantistica. Questo deriva dal cosiddetto "quantum-classical
mapping" che descrive ’equivalenza di un sistema classico (D+1)-dimensionale con quello quantistico D-
dimensionale.

&
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) : parametro d'ordine

(della transizione di fase)

nessuna singolarita nella
magnetizzazione trasversa

campo )

(57)
ferromagnete T=0: stato fondamentale
1
M? = (of
paramagnete
0 I 9c/]
/
_ 7 \> rottura della simmetria
- di parita
1= -
(&)
- — — = —
|
0 gcll

g/l (esterno

A livello analitico occorre effettuare un mapping da un modello magnetico a spin-1/2 ad uno di fermioni

spinless: trasformazioni di Jordan-Wigner (J-W).

Spin (commutano) <= Fermioni (anti-commutano)

[4) agodo |0) stato vuoto
|T> associo |1>

Si vorrebbe mappare (associare)

stato pieno

¢+— 67 = =(6" —ioY)

infatti M) =

DN =

éh o) = 1)

¢|1) = 10)
N R 1. .
ot = 5(0“ +1i6Y)
) =11

sul singolo sito questo funziona, ma su stati differenti non pit poiché gli operatori di spin commutano mentre
quelli fermionici anticommutano. Il problema fu risolto da Jordan e Wigner mediante 'introduzione della

stringa di Jordan-Wigner

[T —20)

i<j

stringa J-W

quindi le trasformazioni di J-W sono della forma?*

3Determina quanti spin 1 possiedo rispetto a quelli |.
4In D =1 va bene, ma per D > 1 di solito non si usano.

&

con n; = éT ¢ (7.2)
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La stringa puo assumere valori £1 se il numero totale dei fermioni sulla sinistra del sito j-esimo é pa-
ri/dispari: questo mi definisce un ordinamento dei siti.
Si puod dimostrare che se 65 hanno le regole di commutazioni di Pauli

62,671 =26 €apy 0]

allora i fermioni definiti da Jordan-Wigner anticommutano, ovvero sonon dei veri fermioni.

Dalle regole di commutazione di Pauli si possono ricavare i seguenti risultati
6 =6T+6" 6* =26 -1
che aggiunti alle trasformazioni J-W, ci permettono di scrivere

67 = [ (@ —2ms) (&] + +¢5)
1<J

iz _osta
Jj = 2cjcj 1
—vedi bene—-

Adesso considero il modello di Ising 1D e, per semplicitd, ruoto attorno all’asse y di 7/2 in modo tale
che x > z (si scambiano).

Hyging = —J Y 6767, -9 65
J J
applicando la trasformazione di J-W

Hp =73 (e +él e+ el +e0ae) — 9> (2¢le; - 1)

J J
H rappresenta una Hamiltoniana fermionica quadratica in ¢, ¢t e, quindi, si puo diagonalizzare come una

forma quadratica®. Per prima cosa effettuo una trasformata di Fourier discreta (il sistema ¢ invariante per
traslazione)

R 1 Z o ik
G = — cj e ik
VL %
J
che preserva le regole di anticommutazione

{er, e} = kg

Procedendo in maniera analoga a quanto fatto per il modello tight-binding, si ottiene
Hy =1} = Z{—Q[J cos(ka) + g] éhéx —iJ sin(ka) (e ', — ey ék)} (7.4)
k k

dove a = x; 4, —x; rappresenta il passo reticolare. I:If si & scomposta in una somma di termini indipendenti
che agiscono su uno spazio 4-dimensionale di Hilbert generato da k e —k. Definendo

[ = —2[J cos(ka) + g] g = 2J sin(ka)
si puo scrivere

Hy =Y Hpp=Y [fk (ef e — e el ) —igy (e el ) — e er)
k>0 k>0

5Bogoliubov, quasi particelle, ...

&
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ovvero

o= e (0 79 (%) 28,0, 0

k= (el eg) (ng 5 ) et k Hi W

dove

= ék A Az ~Y

Uy, = o Hy = fro® + g6

—k

Risulta cosi sufficiente per diagonalizzare la matrice H 1 2% 2 effettuare una rotazione Rz (0x) attorno all’asse
x di un angolo 6, = arctan(gg/ fx):

Ro(0,) = €% 7712 = cos(0,/2)1 + i sin(0 /2)6" = (:;;&%kk//é)) Z;;:&?:/;;)

che viene detta rotazione di Bogoliubov. Gli autovalori corrispondenti sono

2
2
et —j:\/f,wag,%—QJ\/lJr <§) + = cos(ka)

gli autovettori definiscono le quasiparticelle di Bogoliubov che mettono H .k in forma diagonale

b= = (0 e ()= (1)

definisco
uy, = cos(0y/2) v = sin(6y/2)
in questo modo la trasformazione puo essere riscritta come
A = Up G, — 1k éT_k
{WT_;C = —1Vk Ck, + Ug ET_;C

=+

}:1.

ovvero definisce le quasiparticelle ruotate di Bogoliubov che sono ancora fermioniche {’yk, o

p
bl
ol
I
S
x> —
T
-
S
ol
I
| — |
SR
x> —
m)
8
—
5
x>
I
—_
| —
=
] —+
Py
5
ol
N—
T
-
>
8
—
B
=
N
| I
| — |
5
] —
—
5
-
N~—
S
ol
| I
I
WAL
x—+
S
>
KA
-
I

— Hj = Z lewl (34 + 414 4-k — 1) (7.5)
k>0
Questo ci da la struttura del ground state che é definito come il vuoto per le quasiparticelle di Bogoliubov
di cui sopra:

'A)/k ‘wgs> =0 Vk

Osservazione 58. Si é fatto un mapping su un modello fermionico non interagente: le quasiparticelle
sono "libere".

Ponendo J = a =1 si ottiene la seguente relazione di dispersione energetica:
ler] = 2/1 4 g2 — 2g cos(k)

da cui si deduce che se g # 1 le eccitazioni a bassa energia sono non nulle Vk: D’energia di eccitazione
minima é sempre a k =0 ed é paria A =2|1 — g|.

g#1 fase gappata A>0 non critica
g=1 fase gapless A=0 critica

Dunque, nel limite termodinamico il gap tra ground state e primo eccitato é pari a A:

&
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e A>0seg#l1;

e A =0seg=1 (punto gapless) = transizione di fase quantistica

Ek - =
§F4
-
quadratica -
2|1 —gl <
~ lineare
I
0 T

Mapping quantistico-classico Il modello di Ising classico di dimensione D > 1 & in una certa misura
equivalente ad un modello di Ising quantistico di dimensione D — 1. Questo fatto puod essere generalizzato

per modelli diversi e porta al cosiddetto quantum-classical mapping.



DocumentiUniversitari

Appendice A

Note di matematica

A.1 Funzione Gamma di Eulero

e o] r—1
C(z)T(z) = / dt w7 cnz> 1 dove ((x) ¢ la funzione zeta di Riemann
0 e =

00 r—1
/ dt ett +1 =(1- 21730)4(50)11(%) conxz >0
0

A.2 Funzione delta di Dirac

5(96):{3—00 i;g /_+005(x)dx:1

Proprieta
o [13 F@)8(x — o) dz = f(xo)
Se f & derivabile e x; sono zeri semplici f’(z;) # 0, allora
O(x — x;)
5 -
V) =25y

i

O(ax) = ﬁé(m)
d(—x) =0(x)
f(@)d(z —m0) = f(x0)d(x — o)

e Funzione a gradino di Heaviside

1 >0 d B ("
O(x) = {0 =0 a&(x) = () O(x) = /_Oo o(t)dt
e Trasformata di Fourier
1 e ikt —1
5ty = - / dk FS0)] = 1
2 J_ o
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A.3 Risultati utili

e Integrale comune

de 1
= = _ o Ble—p)
/ pcicern p log(l—e )

e Sviluppi di Taylor

182

e :1+x+2!+...
1‘2 I‘S
log (1 ~r—— 4+ —+...
og(l4+z)~x 5t
.173 .1'4
Slnl‘:w—g—kz—k
1‘2 l’5
COSx:l_i‘i_a‘i_...

I,
tanx:x—&—gaz +...

e Cambiamento di coordinate ¢ € [0, 7], 6 € [0, 27]

sferiche 2 sin ¢ dr df do
cilindriche rdfdrdz
polari rdf dr

e Approssimazione di Stirling N > 1

N\
N~ V2 N() log Nl = Nlog N — N + O(log N)
e

A.4 Volume di una sfera in uno spazio D-dimensionale

Vp(R) = volume di una sfera di raggio R in uno spazio di dimensione D.
Vb(R) = / dzy...dzp = CpRP Cp costante
|lz|2=3"; a7 <R?
Si consideri il seguente integrale

+oo +oo 2 oo 2 b 2w b
Iz/ dxl---/ deeZiziz(/ dxiem’?> z(w2> = rP/2

Calcolo nuovamente tale integrale inserendo adesso una ¢ tramite I’identita

+oo +o00
I:/ dzy...dzp 6’2””?/ dRS(R— (fo)lﬂ) -

j:ooo 5 +oo ooJroo d
:/o dRe T [m dx1~~~[m dzDEG(R—(;z?)I/Q) =
/ﬂodReR?d +Oodxl.../+oode9(R(Zﬁ)lm) =

0 dR —o0 —00 i ’

oo _p2 d > _p2 d D
:/0 dRe i Ziz$<R2dx1.“de/o dRe E(CDR ):

= CDD/ dRe ™' RP~' = [t = R* — dt = 2RdR] = CDD/ 5p€ tPP R =
0 0

:ODD/OOﬂefttD/Q:CDD/OO@e—ttD/271:CDDF 2
2 Jo t 0o 2 2 2

&

(A.4)

(A.10)
(A.11)
(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)
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CpD D
confrontando: aP/2 = =P F(

2 2) =Dy T @)

= |Vp(R) = ﬁ RP (A.16)

A.5 Metodo del punto sella (Laplace)

b
I= / dx eNf @ N>1 f(z) ha un massimo in ¢ € [a, b]
sviluppo intorno al massimo f'(z) =0

£(&) = Flwo) + 35" (@)(w — 20)? + - = flzo) — 51" @@ — o) + ..

b b
— I:/ dxeN[f(mo)*%|f”(w0)|($*$0)2+~-] :eNf(wo)/ d(E67%|f“(x0)‘(I7I0)2+'“

a

. - . . 2 . . . . .
Si noti che possiede una forma gaussiana exp{f;?}, quindi man mano che N cresce, o diminuisce:

. N—oo . . . - b +
gaussiana —— dpirac = contributi esterni a zy sono trascurabili fa — f_;o

2T

I ~ Nf(zo)
|f" (o) [N

(A.17)

A.6 Integrale gaussiano

/+OO dreo® =T /+OO e b gy — \/?652/4” (A.18)
oo a oo a

oo 2 d [* 2
/ dx x?e™ " = T dx e " analogamente per altri casi (A.19)
0 @ Jo

Generalizzando: siano A;; una matrice definita positiva, B; vettore

N
/dee_%Zij XiAi X;+32; BiXi _ 7;2;?14 o3 2i; Bi(ATh)i;B; (A.20)

(&
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